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 یصوت یزکاریتا تم کیاز ترموآکوست یصوت یامواج قو دیتول ریاخ یبا توجه به کاربردها
 برای و بود هاآن سازییخط یانتشار صوت که بر مبنا یلازم است تا حل معادلات قبل

مقاله ابتدا معادلات انتشار صوت  نیبود اصلاح گردد. در ا افتهیتوسعه  یمعمول یکاربردها
 یاندازه حرکت و بقا یکار با نوشتن معادلات بقا نی. اشودیم راجاستخ پورهیش کیدر 

آن در معادلات به  یسرعت و جاگذار لیتابع پتانس فیو در ادامه با تعر شودیجرم آغاز م
معادله به حوزه فرکانس مسئله  نی. با انتقال اشودیختم م یجزئ لیفرانسیمعادله د کی

باز  پورهیش کی یمرز طیشراشود. با اعمال یم لیتبد یمرز طیمعادله با شرا کیبه 
معادلات با استفاده از روش رانگ  نیشوند. امیاستخراج  یپاسخ فرکانس هاییمنحن

بودن انتشار  یبا فرض خط یینما هایپورهیش یکه برا ییکوتا قابل حل هستند. از آنجا
 .شوندیم یحالت اعتبارسنج نیدر ا جیموجود است، نتا لیصوت پاسخ تحل

 کیترموآکوست ،کیامواج ماکروسونی، صوت پورهیش، انتشار موج :كلیدي هايواژه

Analysis of Sound Propagation in the Horn 

Considering Nonlinear Effects  

Due to the recent applications of generating strong sound waves from 
thermo-acoustics to acoustic cleaning, it is necessary to modify the 
previous equations of sound propagation, which were based on 
linearization assumptions and developed for ordinary applications. In 
this paper, the sound propagation equations in a horn are first extracted. 
This starts with writing the equations of momen-tum and mass 
conservation and then ends with defining the potential velocity function 
and placing it in the partial differential equations. By transforming this 
equation to the frequency domain, the prob-lem becomes a boundary 
value problem. Frequency response curves are extracted by applying the 
boundary conditions. These equations can be solved using the Range 
Kutta method. Since there is an analytical response for exponential 
horns assuming the sound propagation is linear, the results are validated 
in this case 

Keywords: Wave propagation, Sonic horn, Macrosonic waves, Thermoacoustic 
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 مقدمه
امروزه تولید صوت قوی دارای کاربردهای فراوانی مانند 

، تولید [31-29, 24]، ترموآکوستیک[28-25]تمیزکاری صوتی
باشد. در بسیاری از این و غیره می [32-35] 1امواج ماکروسونیک
شود. شیپوره صوتی های صوتی استفاده میکاربردها از شیپوره

نقش مهمی در افزایش دامنه و تنظیم فرکانس مطلوب اصوات 
ها دارد.  عملکرد اصلی یک شیپوره در کاربردهای خاص آن

صوتی برای تقویت صوت، افزایش تطابق مقاومت صوتی بین 
 باشد. منبع و جو بیرونی می

های صوتی معمولا فرض در شیپوره در تحلیل انتشار صوت
گیرد. این فرض بر این مبنا خطی بودن انتشار صوت صورت می

استوار است که دامنه تغییرات فشار نسبت به فشار مطلق جو 
ها باشد. معادله وبستر که سالکوچک و قابل صرفنظر کردن می

شد بر این ها استفاده میبرای تحلیل انتشار صوت در شیپوره
.  اما در تولید اصوات قوی [38-36]استخراج شده استاساس 

هایی نظیر شوک در نظر باشد و پدیدهاین فرض دارای خطا می
افزایش دامنه صوت نقش جملات غیرخطی شوند. با گرفته نمی

شود. در صورتی که انرژی تر میدر معادله انتشار صوت پررنگ
های تقریبی و ساده توان از روشصوتی منجر به شوک نشود می

های ایستاده در شده حل غیرخطی جهت شناسایی ماهیت موج
ها شامل روش ها یا رزوناتورها استفاده کرد. این روششیپوره

های چندگانه یا روش اغتشاشات است. برای مثال اسمقی
از روش اغتشاشات برای تحلیل غیرخطی  3و مورفی 2بکوئین

. [39]ضعیف موج منتشر شده در یک شیپوره نمایی استفاده کردند
ها برای اعتبارسنجی مدل و روش تحلیل خود از نتایج تجربی آن

و همکاران با استفاده از روش  4استفاده کردند. همچنین مورتل
های ایستاده ماکروسونیک را در رزوناتورهای اغتشاشات موج

. تمام این مطالعات زمانی [40]اندبسته مورد مطالعه قرار داده
درست هستند که جملات غیرخطی زیاد قوی نیستند و لزوما 

شود. اما زمانی که انرژی صوت بالاتر شوکی در موج ایجاد نمی
کابردهایی  رود این فرضیات دیگر صادق نیستند. برای مثال در

های های ماکروسونیک در پمپکه مربوط به استفاده از موج
. [41]صوتی است شدت صوت در حد ایجاد شوک صوتی بالاست

و همکاران از شرکت  5توان به کار لینسکیدر این خصوص می
اکروسونیکس اشاره کرد که انتشار موج صوتی را در داخل یک م

شد را نوسانگر صوتی بسته که با شدت مشخص تکان داده می
ها در مدل خود موج را کاملا غیرخطی و . آن[42]بررسی کردند

 بدون تقریب تیلور حل کردند.

                                                                                    
1. Macrosonic 

2. Béquin 

3. Morfey 

در استفاده از انفجار در تمیزکاری صوتی نیز دامنه صوتی بسیار  
-بالا و در حد تولید شوک صوتی است. همچنین در سایر روش

صوتی دامنه صوت تا حد امکان باید بالا باشد. های تمیزکاری 
اما در این کاربردها بر خلاف ماکروسونیکس شیپوره باز است و 
باید معادلات با شرایط مرزی متفاوت حل شوند. تنها در این 

توان به حد نهایی صوت ایجاد شده در صورت است که می
 فرایندهای خودتحریک تولید صوت در کاربردهای آن پی برد.

شار در این مقاله با در نظر گرفتن معادلات غیرخطی انت
ست. اهصوت در یک شیپوره صوتی پاسخ فرکانسی آن بدست آمد

تفاوت کار فعلی به مقالاتی که در زمینه انتشار صوت 
ریک ماکروسونیکس است در باز بودن شیپوره و همچنین نوع تح
اشی است. بر خلاف امواج ماکروسونیکس که با تحریک ارتع

شود، در یک شیپوره صوتی نوسانات حجمی محفظه ایجاد می
 های مختلف از انواعهوای ورودی عامل تحریک است.  شکل

سی شیپوره بررسی شده و عملکرد آنها در مودهای مختلف برر
 شود. می

 تشریح مدل و معادلات اصلی 

رایط در نظر بگیرید. فرض کنید که ش 1یک شیپوره مانند شکل 
براین ک بعدی صوتی برای این شیپوره برقرار است. بنامیدان ت

یکی سه معادله برای توصیف حرکت گاز لزج در شیپوره  اکوست
تگی تکانه، معادله پایس -2تگی جرم ، معادله پایس -1لازم است: 

 معادله حالت. -3

 
 شیپوره با سطح مقطع متغیر(: 1شکل )

تای در راسمعادله پایستگی جرم برای شیپوری که شعاع آن 
 :[43, 42]ست اهمحور متغیر است به شکل زیر نوشته شد

(1)  ∂M

∂t
+
∂F

∂x
=0  

مقدار جرم در  𝑀پردازیم: در ادامه به معرفی نمادها می
جریان جرم عبوری از مقطعی از شیپوره به شعاع  𝐹واحد طول ، 

r  و زمان𝑡  است و𝑥  .هم مختصه طول در راستای شیپوره است
 است: 𝑥شعاع تابعی از 

(2) 𝑟 = 𝑟(𝑥)  

4. Mortel 

5. Ilinskii 
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شود. جریانی اجباری از دهانه به داخل شیپوره هدایت می
در این حالت ، جرم گاز در واحد طول و جریان آن از مقطعی با 

 برابر است با:  𝑟شعاع 

(3) 𝑀 = 𝜌𝜋𝑟2  

(4) 𝐹 = 𝜌𝑢𝜋𝑟2  

است. بعد   𝑥سرعت ذره در جهت  𝑢چگالی و  𝜌در اینجا  
، معادله پایستگی جرم گاز 1در معادله  4و  3از قرار دادن معادله 

 آید:میدر شیپوره به صورت زیر در 

(5) 𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2𝜌𝑢) = 0  

معادله تکانه برای حرکت تک بعدی به صورت زیر خواهد 
 بود:

(6) 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

(𝜉+4𝜂 3)⁄

𝜌

𝜕

𝜕𝑥
(

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2𝑢))  

 ضرایب ویسکوزیته هستند.  ηو  ξفشار و  𝑝در اینجا 

در مورد جمله اتلاف ) آخرین جمله در سمت راست معادله 
( باید توضیحاتی داده شود. بطور کلی جمله اتلاف در معادله  6

توان به صورت سه بعدی به صورت ام سرعت را می 𝑖برای مولفه 
 :[43, 42]زیر نوشت 

(7) 𝜂
𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑘 𝜕𝑥𝑘
+ (𝜉 +

1

3
𝜂)

𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑘 𝜕𝑥𝑘
  

 کنیم: را معرفی میφبرای پتانسیل سرعت تابع 

(8) 𝑢𝑖 =
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
  

 آید: صورت زیر در میبه  7در این صورت معادله 

(9) 
𝜂

𝜕3𝜑

𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑘 𝜕𝑥𝑘
+ (𝜉 +

1

3
𝜂)

𝜕3𝜑

𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑘 𝜕𝑥𝑘
=

(𝜉 +
4

3
𝜂)

𝜕3𝜑

𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑘 𝜕𝑥𝑘
  

و صفر کردن  𝑥𝑖نسبت به  9پس از انتگرال گرفتن از معادله 
 آید:ثابت انتگرال، رابطه زیر بدست می

(10) 
(𝜉 +

4

3
𝜂)

𝜕2𝜑

𝜕𝑥𝑘 𝜕𝑥𝑘
= (𝜉 +

4

3
𝜂)

𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑘
=

(𝜉 +
4

3
𝜂) ∇ ∙ 𝑢  

∇صورت تک بعدی نماد   ∙ 𝑢  شود: به شکل زیر نوشته می 

(11)  ∇ ∙ 𝑢 =
1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2𝑢)  

بدست  6، جمله اتلاف در معادله 11و  10با ترکیب دو معادله 
-آید. معادله حالت برای یک گاز ایده آل به صورت زیر میمی

 .[44]باشد

(12) 𝑝 = 𝑝0 (
𝜌

𝜌0
)

𝛾

  

𝑝0  و𝜌0  فشار و چگالی اتمسفر هستند و𝛾   نسبت ظرفیت

 φبر مبنای تابع پتانسیل سرعت  6حرارتی ویژه است. معادله 
  شود:نوشته می

(13) 
𝜕2𝜑

𝜕𝑡 𝜕𝑥
+

1

2

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2

= −
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

(𝜉+4𝜂 3)⁄

𝜌

𝜕

𝜕𝑥
(

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2 𝜕𝜑

𝜕𝑥
))  

گیری و انتگرال 13در معادله  12از معادله  𝑝پس از جایگزینی 
 آید:، رابطه زیر بدست می 𝑥نسبت به 

(14) 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
+

1

2
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2

= −
𝛾𝑝0

(𝛾−1)𝜌0
𝛾 𝜌(𝛾−1) +

𝛿

𝑟2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2 𝜕𝜑

𝜕𝑥
) + 𝜙(𝑡)  

 

به صورت زیر تعریف  𝛿یک تابع از زمان و   𝜙(𝑡)در اینجا
 شود:می

(15) 𝛿 =
(𝜉+4𝜂 3)⁄

𝜌0
  

در جمله اتلاف در حقیقت شرایط  𝜌0با  ρبا جایگزینی 
ست. این فرض در اهغیرخطی در عبارت جذب در نظر گرفته نشد

باشد. شایان ذکر صورتی که اتلاف انرژی اندک باشد درست می
 برابر است با 𝑐است که سرعت انتشار

(16) 𝑐2 =
𝑑𝑝

𝑑𝜌
=

𝛾𝑝0

𝑝0
𝛾 𝜌(𝛾−1)  

 به صورت زیر است:  14در معادله  𝜙(𝑡)تابع  

(17) 𝜙(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  

با دقتی دلخواه بر حسب توابع  φاز آنجا که تابع پتانسیل 
توان به اندازه دلخواه شود، طرفین معادله را میمتناوب نوشته می

توان جبران به هم نزدیک کرد. تنها چیزی که از این طریق نمی
در  𝜙است. به همین دلیل ثابت  𝜙کرد، مولفه ثابت در تابع 

شود که برابر بخش خطی معادله  ای انتخاب میبگونه 17معادله 
 شود باشد:نزدیک می 𝜌0به  𝜌وقتی که 

(18) 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 =
𝑐0

2

𝛾−1
  

سرعت انتشار صوت در اتمسفر است. از معادله  0cدر اینجا 
 رسیم به :می  14

(19) 
𝜕𝜑

𝜕𝑡
+

1

2
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2

= −
𝑐2−𝑐0

2

𝛾−1
+

𝛿

𝑟2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2 𝜕𝜑

𝜕𝑥
)  

 باشد :به صورت زیر می  tنسب به  14مشتق معادله 
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(20) 
𝜕2𝜑

𝜕𝑡2 +
1

2

𝜕

𝜕𝑡
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2
= −

𝛾𝑝0

𝜌0
𝛾 𝜌(𝛾−2) 𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝛿

𝑟2

𝜕2

𝜕𝑡 𝜕𝑥
(𝑟2 𝜕𝜑

𝜕𝑥
)  

مشتق 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
د. با استفاده از معادله حذف کر 20توان از معادله را می 

 :داریم 5

(21) 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= −

1

𝑟2

𝜕

 𝜕𝑥
(𝑟2𝜌

𝜕𝜑

𝜕𝑥
) =

−
𝜕𝜌

 𝜕𝑥

𝜕𝜑

𝜕𝑥
−

𝜌

𝑟2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2 𝜕𝜑

𝜕𝑥
)  

با جایگذاری 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 :آیدمعادله زیر بدست می 20در معادله  

(22) 

𝜕2𝜑

𝜕𝑡2 +
1

2

𝜕

𝜕𝑡
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2
=  

−
𝛾𝑝0

𝜌0
𝛾 𝜌(𝛾−2) [

𝜕𝜌

 𝜕𝑥

𝜕𝜑

𝜕𝑥
−

𝜌

𝑟2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2 𝜕𝜑

𝜕𝑥
)] +

𝛿

𝑟2

𝜕2

𝜕𝑡 𝜕𝑥
(𝑟2 𝜕𝜑

𝜕𝑥
)  

مشتق 
𝜕𝜌

 𝜕𝑥
نسبت به  14با مشتق گیری از معادله  22از معادله  

𝑥 شود:حذف می 

(23) 

𝜕2𝜑

𝜕𝑡 𝜕𝑥
+

1

2

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2

= −
𝛾𝑝0

𝜌0
𝛾 𝜌(𝛾−2)

𝜕𝜌

𝜕𝑥
 

𝜌��ست چون اهجمله اتلاف حذف شد

 𝜕𝑥
فقط در شرایط غیر  

𝜌��،  23شود. با توجه به معادله ظاهر می 22خطی در معادله 

 𝜕𝑥
از   

 آید:رابطه زیر بدست می

(1) 
𝜕𝜌

𝜕𝑥
= − (

𝛾𝑝0

𝜌0
𝛾 𝜌(𝛾−2))

−1

[
𝜕2𝜑

𝜕𝑡 𝜕𝑥
+

1

2

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2
]  

 آید:رابطه زیر را بدست می 22در معادله  24با جایگذاری معادله 

(25) 

𝜕2𝜑

𝜕𝑡2 +
1

2

𝜕

𝜕𝑡
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2

= − [
𝜕2𝜑

𝜕𝑡 𝜕𝑥
+

1

2

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2

]
𝜕𝜑

𝜕𝑥

+
𝛾𝑝0

𝜌0
𝛾

𝑟2
𝜌(𝛾−1) 𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

+
𝛿

𝑟2

𝜕2

𝜕𝑡 𝜕𝑥
(𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑥
) 

 شود:را به شکل زیر حاصل می 25ه ، معادل 16با استفاده از معادله 

(26) 

𝜕2𝜑

𝜕𝑡2 +
1

2

𝜕

𝜕𝑡
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2

= − [
𝜕2𝜑

𝜕𝑡 𝜕𝑥
+

1

2

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2

]
𝜕𝜑

𝜕𝑥
 

+
𝑐2

𝑟2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

+
𝛿

𝑟2

𝜕2

𝜕𝑡 𝜕𝑥
(𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑥
) 

 شود :حذف می 16توسط معادله  26از معادله  2cسرعت انتشار 

(27) 𝑐2 = 𝑐0
2 − (𝛾 − 1) [

𝜕𝜑

𝜕𝑡
+

1

2
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2

]  

در  27شود. بعد از جایگذاری معادله دوباره جمله اتلاف حذف می
 آوریم:روابط زیر را بدست می 26معادله 

(28) 

𝑐0
2

𝑟2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑥
) −

𝜕2𝜑

𝜕𝑡2

+
𝛿

𝑟2

𝜕2

𝜕𝑡 𝜕𝑥
(𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

= +2
𝜕2𝜑

𝜕𝑡 𝜕𝑥

𝜕𝜑

𝜕𝑥

+
𝛾 − 1

𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

+
1

3

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

3

+
𝛾 − 1

2𝑟2 (
𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2 𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑥
) 

نحوه تشکیل امواج ایستاده و غیرخطی صوت  28معادله 
 r=r(x)ها با تابع کند که شکل آنهایی بیان میرا در شیپوره
استفاده شده در معادله با فرض  هایشود. تقریبمشخص می

-میرایی کم صوت است. بر اساس این فرض است که جمله

اند و ضرایب ویسکوزیته های غیر خطی میرایی حذف شده
های میرایی برای اتلاف اند. جملهثابت در نظر گرفته شده

ر اند. گرچه اتلاف انرژی  دانرژی در حجم در نظر گرفته شده
ها را توان آنولی میست، اهلایه مرزی در اینجا مطرح نشد

در ضریب جذب معادل که مقدار آن بیشتر از اتلاف حجم 
مشاهده  28طور که در معادله همان .است، در نظر گرفت

شود معادلات دینامیکی برای گاز کامل به یک معادله بر می
ل شود. معادله فقط شامحسب پتانسیل سرعت تبدیل می

جملات غیرخطی درجه دو و سه است، با وجود اینکه یکی از 
، دارای جمله غیرخطی به 12معادلات اصلی، یعنی معادله 

𝛿یک گاز ایده آل بدون اتلاف، برای  .است 𝜌𝛾صورت  =

 شود به:تبدیل می 28، معادله 0

(29) 

𝑐0
2

𝑟2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2 𝜕𝜑

𝜕𝑥
) −

𝜕2𝜑

𝜕𝑡2 = 2
𝜕2𝜑

𝜕𝑡 𝜕𝑥

𝜕𝜑

𝜕𝑥
+

𝛾−1

𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2 𝜕𝜑

𝜕𝑥
)  

+
1

3

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

3

+
𝛾−1

2𝑟2 (
𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2 𝜕

𝜕𝑥
(𝑟2 𝜕𝜑

𝜕𝑥
)  
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، معادله دقیقی برای شیپوره با تقارن محوری  و  29معادله 
شکل هندسی دلخواه است که از گاز کامل کم اتلاف پر 

به شکل زیر  29ست. برای شیپوره با شعاع ثابت، معادله اهشد
 یابد:کاهش می

(30)

𝑐0
2

𝜕2𝜑

𝜕𝑥2 −
𝜕2𝜑

𝜕𝑡2

= 2
𝜕2𝜑

𝜕𝑡 𝜕𝑥

𝜕𝜑

𝜕𝑥
+ (𝛾 − 1)

𝜕𝜑

𝜕𝑡

𝜕2𝜑

𝜕𝑥2

+
1

3

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

3

+
𝛾 − 1

2
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2 𝜕2𝜑

𝜕𝑥2  

 ماده سازي براي محاسبات عدديآ
شود و سپس با ابتدا این معادله بی بعد می 28برای حل معادله 

حوزه فرکانس منتقل تغییر متغیر مناسب مسئله از حوزه زمان به 
. در نتیجه، حل عددی آن در حوزه فرکانس ممکن شودمی
 شود.می

 بی بعدسازي

بعد شود. متغیرهای بی 28معادله  به دلایل محاسباتی بهتر است
 شوند.بدون بعد زیر به این منظور تعریف می

(29) 
𝑋 =

𝑥

𝑙
.     𝑇 = 𝜔𝑡.    𝑅 =

𝑟

𝑙
.   Φ =

𝜑

𝑙𝜔0
2.    

𝑙  ،طول شیپوره است𝜔 ای هوای ورودی به فرکانس زاویه
است.  𝑙ای با طول فرکانس پایه شیپور استوانه 𝜔0شیپوره است. 

 : برابر است با 𝜔0فرکانس 

(30) 𝜔0 =
𝜋𝑐0

2𝑙
  

 گیرد:زیر شکل می بصورت 28در متغیرهای بدون بعد ، معادله 

(31) 

4

𝜋2𝑅2

𝜕

𝜕𝑋
(𝑅2 𝜕Φ

𝜕𝑋
) − Ω2 𝜕2Φ

𝜕𝑇2 +

8𝐺Ω

𝜋3𝑅2

𝜕2

𝜕𝑇 𝜕𝑋
(𝑅2 𝜕Φ

𝜕𝑋
) =  

+2Ω
𝜕2Φ

𝜕𝑋 𝜕𝑇

𝜕Φ

𝜕𝑋
+

(γ−1)Ω

𝑅2

𝜕Φ

𝜕𝑇

𝜕

𝜕𝑋
(𝑅2 𝜕Φ

𝜕𝑋
)  

+
1

3

𝜕

𝜕𝑋
(

𝜕Φ

𝜕𝑋
)

3

+
γ−1

2𝑅2 (
𝜕Φ

𝜕𝑋
)

2 𝜕

𝜕𝑋
(𝑅2 𝜕Φ

𝜕𝑋
)  

 

 شوند:معرفی می 𝐺و  Ωدر اینجا نمادهای جدید 

(32) Ω =
𝜔

𝜔0
.        𝐺 =

𝜋𝛿𝜔0

2𝑐0
2  

 شود:می  𝐺1در محاسبات عددی، ضریب میرایی بدون بعد 

(33) 𝐺1 = 𝐺Ω0  

یک فرکانس میانه در باند فرکانس باریکی  Ω در اینجا 
کنیم. بعنوان یک قانون، برابر فرکانس است که ما با آن کار می

که دارای معنای فیزیکی است برابر است   𝐺1تشدید است. مقدار 
 با:

(34) 𝐺1 =
𝜆

𝐿
  

λ   طول موج متناظر با فرکانس تشدید است و𝐿   طول

برای همان  αمیرایی است که برابر معکوس ضریب تضعیف 
 فرکانس است.

(35) 𝐿 =
1

𝛼
.        𝛼 =

𝛿𝜔2

2𝑐0
3  

 متغیرهاي جدید 

ای از معادلات دیفرانسیل که به مجموعه 33برای کاهش معادله 
است، متغیرهای جدید معرفی  xشامل فقط اولین مشتق بر روی 

 ست.اهشد

(36) 𝑉 = 𝑅2 𝜕Φ

𝜕𝑋
  

و انجام برخی از تبدیلات،  𝑅2در 33با ضرب تمام معادله 
 آوریم.ای از دو معادله را بدست میمجموعه

 

(37) 

4

𝜋2

𝜕𝑉

𝜕𝑋
− Ω2𝑅2 𝜕2Φ

𝜕𝑇2 +
8𝐺𝛺

𝜋3

𝜕2𝑉

𝜕𝑇𝜕𝑋
=

Ω

𝑅2

𝜕𝑉2

𝜕𝑇
+ (𝛾 − 1)Ω

𝜕Φ

𝜕𝑇

𝜕𝑉

𝜕𝑋
+

𝛾+1

2𝑅4 𝑉2 𝜕𝑉

𝜕𝑋
−

2

𝑅5

𝑑𝑅

𝑑𝑋
𝑉3  

 

 و

(38) 𝜕Φ

𝜕𝑋
=

𝑉

𝑅2  

 تغییر متغیر زیر نیز باید به معادله بالا اعمال شود:

(39) Ψ =
𝜕Φ

𝜕𝑇
 

 

 باید به حوزه فرکانس تبدیل شوند. 40و  39معادلات 

(40) 

4

𝜋2

𝜕𝑉

𝜕𝑋
− Ω2𝑅2 ∂Ψ

𝜕𝑇
+

8𝐺𝛺

𝜋3

𝜕2𝑉

𝜕𝑇𝜕𝑋
=

Ω

𝑅2

𝜕𝑉2

𝜕𝑇
+

(𝛾 − 1)ΩΨ
𝜕𝑉

𝜕𝑋
+

𝛾+1

2𝑅4 𝑉2 𝜕𝑉

𝜕𝑋
−

2

𝑅5

𝑑𝑅

𝑑𝑋
𝑉3  

(41) 𝜕Ψ

𝜕𝑋
=

1

𝑅2

𝜕𝑉

𝜕𝑇
  

 معادلات حوزه فركانس

تواند در فرم فرض بر این است که شتاب تناوبی است و می
 :زیرارائه شود

(42) 𝑈 = ∑ 𝑈𝑘𝑒𝑖𝑘𝑇𝑁
𝑘=−𝑁  
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 نجفی اصغر

𝑈𝑘  مجموعه دامنه نوسانی از اجزا هارمونیک حجم هوای
𝑈−𝑘ورودی است و  = 𝑈𝑘

𝑈𝑘که ∗
 باشد.می 𝑈𝑘مزدوج    ∗

 شوند:به صورت زیر نوشته می 40و  39های تناوبی معادله جواب

(43) 𝑉 = ∑ 𝑉𝑘𝑒𝑖𝑘𝑇𝑁
𝑘=−𝑁  

(44) Ψ = ∑ Ψ𝑘𝑒𝑖𝑘𝑇𝑁
𝑘=−𝑁  

𝑉𝑘 های هارمونیک از تابع تناوبی مجموعه مولفه𝑉  است
𝑉−𝑘  و = 𝑉𝑘

𝑉𝑘  که در آن ∗
𝑉0است و 𝑉𝑘 مزدوج   ∗ = 𝑉𝑑𝑐 

های هارمونیک مشتق مولفه Ψ𝑘است. تابع 𝑉 مولفه ثابت در تابع
Ψ𝑘زمانی تابع پتانسیل سرعت است. تابع 

مزدوج این تابع است   ∗
Ψ𝑘 با  Ψ−𝑘و در نتیجه تابع 

.برابر است. همینطور اینکه    ∗ Ψ0 =

0 N های است که در محاسبات نظر گرفته میتعداد هارمونیک-

به  𝑉𝑑𝑐و همچنین تابع حقیقی  Ψ𝑘و 𝑉𝑘های  شوند. همه مولفه
𝑋  با معادلات دیفرانسیل  43و  42وابسته هستند. بنابراین معادله

های هارمونیک جایگزین معمولی بر حسب مجموعه مولفه
 به صورت زیر هستند: kشوند. معادلات برای مولفه می

(45) 

4

𝜋2

𝑑𝑉𝑘

𝑑𝑋
− 𝑖𝑘Ω2𝑅2Ψ𝑘 +

𝑖8𝑘𝐺Ω

𝜋3

𝑑𝑉𝑘

𝑑𝑋
=

𝑖𝑘Ω

𝑅2
[𝑉2]𝑘  

+ ∑ {(𝛾 − 1)ΩΨ𝑘−𝑙
𝑑𝑉𝑙

𝑑𝑋
} +𝑁

𝑙=−𝑁+𝑘

∑ {
γ+1

2𝑅4
[𝑉2]𝑘−𝑙

𝑑𝑉𝑙

𝑑𝑋
−𝑁

𝑙=−𝑁

2

𝑅5

𝑑𝑅

𝑑𝑋
[𝑉2]𝑘−𝑙𝑉𝑙}  

(46) 𝑑Ψ𝑘

𝑑𝑋
=

𝑖𝑘𝑉𝑘

𝑅2
  

 شودمی 𝑘[𝑉2]و   متغیر است Nتا  0از   kشاخص 

(47) [𝑉2]𝑘 = ∑ 𝑉𝑘−𝑙𝑉𝑙
𝑁
𝑙=−𝑁+𝑘  

به شکل  42گیرد. معادله را در بر می 2nتا  0مقادیر  kکه در آن 
 ماتریسی به صورت زیر است:

(48) 𝐷𝑘𝑙
𝑑𝑉𝑙

𝑑𝑋
= 𝐹𝑘  

به صورت زیر  𝐹𝑘و تابع   𝐷𝑘𝑙 ، ماتریس42با توجه به معادله 
 آیند:بدست می

(49) 𝐷𝑘𝑙 = (
4

𝜋2
+

𝑖8𝑘𝐺Ω

𝜋3
) 𝛿𝑘𝑙 + 𝐷𝑘−𝑙

′  

(50) 

𝐹𝑘

= 𝑖𝑘Ω2𝑅2Ψ𝑘 +
𝑖𝑘Ω

𝑅2
[𝑉2]𝑘

−
2

𝑅5

𝑑𝑅

𝑑𝑋
∑ {[𝑉2]𝑘−𝑙𝑉𝑙}

𝑁

𝑙=−𝑁+𝑘

 

𝛿𝑘𝑙  تابع دلتای کرونکر است و𝐷𝑚
′

 شود:می  

(51) 𝐷𝑚
′ = −(𝛾 − 1)ΩΨ𝑚 −

𝛾 + 1

2𝑅4
[𝑉2]𝑚 

 

(52) 𝐷−𝑚
′ = (𝐷𝑚

′ )∗  ,       𝐹−𝑘 = 𝐹𝑘
∗  

شوند. بصورت عددی انتگرال گیری می 50و  48معادلات 
 شوندفشار و چگالی در شیپوره که با معادلات زیر محاسبه می

(53) 

𝑃

𝑃0
= [1 − (𝛾 − 1)

𝜋2

4
(ΩΨ +

1

2𝑅4 𝑉2 −
8𝐺

𝜋3𝑅2

𝜕𝑉

𝜕𝑋
)]

𝛾 𝛾−1⁄

  

(54) 

𝜌

𝜌0
= [1 − (𝛾 − 1)

𝜋2

4
(ΩΨ +

1

2𝑅4 𝑉2 −
8𝐺

𝜋3𝑅2

𝜕𝑉

𝜕𝑋
)]

1 𝛾−1)⁄

  

داده  55که توسط معادله   P(T,X)با تبدیل فوریه از تابع 
 های هارمونیک فشار را بدست آورد.توان مولفهست میاهشد

 الگوریتم براي محاسبه عددي

نوشته  ریبه صورت ز 50از معادله  dV/dXابتدا مشتقات 
 :شودیم

(57) 𝑑𝑉𝑙

𝑑𝑋
= 𝑆𝑙(𝑉𝑘 . Ψ𝑘 . 𝑋) 

𝑆𝑙  ندآییبدست م 50هستند که از حل معادله  یتوابع .
بدست آورد.   50 یاز  معادله خط یبه راحت توانیرا م 𝑆𝑙توابع 

 ایشوند، مجموعهدر کنار هم قرار داده   48و  50اگر معادلات 
2𝑁 از + کوپل شده  کیمرتبه  یمعمول لیفرانسیمعادلات د  1

 توانیمعادلات را م نی. ادآییبدست م یقیحق یرهایمتغ هیبر پا
 X=1و   X=0در  یمرز طیبا روش رانگ کوتا  حل کرد. شرا

2𝑁 . ستاهداده شد + وجود دارند  یمرز طیشرا یمعادله برا1
 هستند: نهایکه ا

(57) V_k=U_k, at      X=0 

آزاد  پورهیش یکه انتها شودیفرض م یصوت هایپورهیش در
برابر است با فشار آتمسفر.  پورهیش یفشار در انتها نیاست. بنابرا

رابطه  توانیم 56با توجه به معادله  .X=1  ، P=P_0در  نیبنابرا
 گرفت: جهیرا نت ریز

(58) ΩΨ𝑘 +
1

2𝑅4
[𝑉2]𝑘 −

8𝐺

𝜋3𝑅2

𝜕𝑉𝑘

𝜕𝑋
= 0 

𝑎𝑡      𝑋 = 1 
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مرتبه پنجم با کنترل گام به  یحل از روش رانگ کوتا یبرا
تابع معلوم در  (N+1) با  یکی یبا اعمال دو شرط مرز یقیگام تطب

X=0 با  یگریو دN   تابع درX=1  [22] شودیاستفاده م. 

 یرهایتمام متغ ند،یآیبدست م Ψ_(k )و  V_kتوابع  یوقت
 محاسبه کرد. توانیرا م یصوت

 يگذارو صحه جینتا

 ايشیپوره استوانه

ای پاسخ فرکانسی مولفه پایه به برای یک شیپوره استوانه
ها شود هارمونیکدر خواهد آمد. همانطور که دیده می 2شکل 

ند. این اههایی در نمودار شددر ضرایب فرد باعث ایجاد قله
ها باز هارمونیکنتیجه با توجه به اینکه در استوانه یک سر 

نتیجه  3شوند منطقی است. در شکل در ضرایب فرد تکرار می
ست. در این شکل ماهیت پیک اول در اهجالبی بدست آمد

ست. اهمحدوده کوچکتری از فرکانس تحریک نمایش داده شد
 1در این شکل فرکانس از دو طرف به فرکانس تحریک 

ماهیت نرم ست. این نمودار به طور واضح اهنزدیک شد
دهد. شش نقطه در شوندگی جملات غیرخطی را نشان می

نوسانات فشار کل بر  4ست و شکل اهاین نمودار مشخص شد
 cو  bدهد. در نقاط حسب زمان را در این نقاط نشان می

تمایز بیشتری با نمودار سیسنوسی شکل در سایر نقاط وجود 
منه ارتعاشات دارد. دلیل این موضوع آنست که در این نقاط دا

از سایر نقاط بیشتر است و در نتیجه اثرات غیرخطی  قابل 
ی بالاتر اثر بیشتری هاتر خواهد بود. بنابراین هارمونیکتوجه

ها قله c   و bو  aخواهند داشت. همچنین توجه شود در نقاط 
دامنه فشار در  5هستند. در شکل  fو  eو   dها عکس نقاط و دره

ای به سمت مولفه هارمونیک اول تا سوم در راستای لوله استوانه
ست. این نمودارها در حقیقت شکل مودهای اهدهانه باز رسم شد

هستند. همانطور که  های مختلفغیرخطی مرتبط با هارمونیک
 شود تنها در هارمونیک سوم یک گره در میانه لوله بهدیده می
 رسد.آید. در این نقطه دامنه فشار به صفر میوجود می

 شیپور مخروطی

نشان  6برای یک شیپور مخروطی پاسخ فرکانسی در شکل 
های فرکانسی شود پیکست. همانطور که دیده میاهداده شد

ای اتفاق های بالاتر از شیپوره صوتی استوانهدر فرکانس
توان به صورت تعدادی مییک شیپوره مخروطی را افتند. می

زیادی استوانه با قطرهای مختلف در نظر گرفت که به صورت 
سختی  هاند. با افزایش قطر استوانهاهسری با هم قرار گرفت

شود. در نتیجه با کنار هم قرار دادن این میآنها بیشتر 
هم قطر  هااز حالتی که استوانه هاسختی معادل آن هااستوانه

ی از اهشود. درست مانند حالتی که مجموعمیباشند بیشتر 
فنرها به صورت سری به هم متصل باشند و سختی تعدادی 

افزایش پیدا کند. این موضوع باعث افزایش فرکانس  هااز آن
نشان  7همچنین همانطور که در شکل شود. میطبیعی آن 

ای شکل پاسخ فرکانسی ست همانند شیپوره استوانهاهداده شد
 . ستاهانس تشدید نرم شوندحول فرک

 
 ای فشار بر حسب فرکانس تحریک در یک شیپور استوانه (:2)شکل 

 
پاسخ فرکانسی مولفه پایه دامنه فشار برای یک رزوناتور   (:3شکل )

 ایاستوانه

 

 3نقطه مشخص شده در شکل  6فشار بر حسب زمان در  (: 4شکل )
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 نجفی اصغر

 
 ایدر راستای لوله استوانه های هارمونیکاندازه مولفه  (:5شکل )

 
 پاسخ فرکانسی عنصر پایه دامنه فشار برای یک شیپور مخروطی  (:6شکل )

 
پاسخ فرکانسی مولفه پایه دامنه فشار برای یک شیپوره   (:7شکل )

 مخروطی

 شیپور نمایی
𝑆شکل هندسی یک شیپوره نمایی به صورت  =

𝑆0exp (2𝛽𝑥)توان ها میشود. برای این شیپورهتعریف می
های طبیعی در حالت رابطه تحلیلی برای پیدا کردن فرکانس

های فرکانس 1جدول بر این اساس  .]24[ خطی معرفی کرد
نیز نتایج بدست  8شکل دهد. تحلیلی بدست آمده را نشان می

 دهد. آمده از تحلیل غیرخطی را نشان می

 

βپاسخ فرکانسی برای یک شیپوره نمایی )  (:8شکل ) = 2) 

 مقایسه نتایج تحلیلی و عددی برای یک شیپوره نمایی (: 1)جدول 

 خطا
روش 

 یفعل يعدد
 یلیتحل

فركانس 

 رزونانس

0/0% 9350/1 9315/1 1 

43/0% 4650/3 4798/3 2 

11/0% 3150/5 3091/5 3 

 يریگجهینت
در مقاله برای توجیه انتشار معادلات غیرخطی بدست آمده 

های صوتی به صورت یک معادله با مشتقات صورت در شیپوره
جزئی از مرتبه سه هستند. در حالت یک بعدی این معادلات را 

توان در حوزه فرکانس به صورت یک مسئله با شرایط مرزی می
ها به محیط بیرونی ختم هایی که دهانه آندرآورد. برای شیپوره

توان در انتها شرط فشار ثابت را جایگزین کرد. با حل شود میمی
های خطی تحلیلی توان روشاین معادلات به این شکل می

 پیشین را اعتباربخشی نمود.

ای و های استوانهبر اساس تحلیل صورت گرفته بر روی شیپوره
مخروطی مشخص گردید که نمودار دامنه بر حسب فرکانس به 

های ن مطلب در مورد تمام هارمونیکصورت نرم شونده است. ای
بدست آمده صادق است. همچنین با رسم شکل مودهای بدست 

ست که در اهی مختلف مشخص شدهاآمده برای هارمونیک
 شود.مودهای اول و دوم گره تشکیل نمی
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