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امکان ساخت  ،یساخت و طراح یهایروز افزون تکنولوژ شرفتیبا پ ایامروزه در سطح دن
باتوجه به دارا بودن  هاتیکامپوز نیست. ااهفراهم شد ریمتغ یفلز با سفت -افیال هایتیامپوزک

کاربرد  اریبس ییدر صنعت هوا ژهیمختلف  به و عیدر صنا ت،یهمزمان فلز و کامپوز یایمزا
 یفلز سفت -افیال یاهیصفحات لا یفرکانس لیپژوهش، تحل نیدر ا ینوآور عنواندارند. به 

کلاسیک صفحات  یتئور یبر مبنا یلیبا روش نوار محدود نیمه تحل یتحت بار حرارت ریمتغ
ها و اثر تعداد لایه ،یلایه چین ،یمرز طیست. در این راستا، اثرات شرااهقرار گرفت یمورد بررس
ست. نتایج حاصله نشان اهصفحات فوق مورد مطالعه قرار گرفت یفرکانس تاربر رف یابعاد هندس

مختلف با افزایش درجه  یمرز طیدر شرا ریمتغ یفلز سفت -افیفرکانس صفحات الدهد می
 یابعاد هندس رییالیاف و تغ یراستا ریییابد. تغمیصفحه افزایش  یحرارت، ضخامت و  قیدها

با چند مرجع  جیاز نتا یبخش ،یبر فرکانس صفحات تاثیرگذار است. جهت صحه سنج زین
 ست.اهشد دییتا جینتا یو درست سهیمختلف مقا

 یروش نوار محدود ، بار حرارت  ر،یمتغ یفلز سفت -افیال یاهیصفحات لا های کلیدی:واژه

Frequency Analysis of Variable Stiffness 

Fiber- Metal Plates with Simply Supported 

Edges in the Longitudinal Direction under 

Thermal Load using Semi- Analytical 

Finite Strip Method 

Nowadays in the world, due to increasing development of fabrication 
and design, fabrication of composite materials with variable stiffness 
are provided. These composites are widely used in various industries, 
especially in the aviation industry due to the simultaneous benefits of 
metal and composite. As an innovation in this research, the frequency 
analysis of variable stiffness fiber-metal laminated plates under thermal 
load are investigated using the semi-analytical finite strip method based 
on the classical laminated plate theory. In this regard, the effects of 
boundary conditions, stacking sequences, number of layers and effect of 
geometric dimensions on the frequency behavior of mentioned plates are 
studied. The results show that frequency of variable stiffness fiber metal 
laminated plates by increasing the temperature, thickness and boundary 
constraints in different boundary conditions are increased. Also, the 
stacking sequences and plate dimensions are affected the frequency of 
plates. To check the validity, some of results are compared with several 
different references and show a good agreement. 
 

 Keywords: Variable Stiffness Fiber-Metal Laminated Plates, Finite Strip 
Method, Thermal Load 
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 مقدمه
اد کامپوزیتی با الیاف منحنی ی تولید موهاامروزه توسعه فناوری

ست تا اهشکل این امکان را برای محققان فراهم کرد
یی با عملکرد مکانیکی مطلوب تر نسبت به هاکامپوزیت

ساختارهای سنتی ارائه نمایند. همچنین امروزه استفاده از 
فلز باتوجه به دارا بودن همزمان  -ی الیافهاکامپوزیت

 صنعتگران وزیت بسیار مورد توجهو کامپی مطلوب فلز هاویژگی
 تحلیل هایروش ست، ارائهاهست و موجب شداقرار گرفته

 از مهم برای بسیاری هدف به یک فوق هایسازه برای کارآمدتر
 ثابت، سفتی با ایلایه ییتهازکامپودر .محققان تبدیل شود

یک ف در لیااتی ریا به عباو مستقیم هستند  فلیادارای الایهها 
صفحات با در  .شیب ثابت میباشنددارای  صفحه لوطدر لایه 

ند امیتو فلیااشیب  ،صفحهل طودر  (،(VSCLسفتی متغیر 
شیب دارای نند اهر نقطه میتوف در لیاانجایی که از آ و تغییر کند

لین در او .ستاموقعیت مکانی از تابعی  ،سفتی، تی باشندومتفا
 ژوهشگرانپاز برخی د، هه نودر د VSCL صفحاتحل توسعه امر

 یتغییرشکلهاو کمانش اد را در ین مواتوجه  قابلت خصوصیا
ی هابررسی کردند. در ادامه، به دلیل اهمیت پدیدهستاتیکی ا

ی هاهایی که تحت بارارتعاشی همچون رزونانس در سازه
 های ناشی از اجزاء گردنده قرار دارند، محققاندینامیکی و بار

 گزارش لایه چند صفحات رتعاشمورد ا در را متعددی مطالعات
 دادند که در ادامه به برخی از این مطالعات اشاره خواهد شد.

طبیعی ی فرکانسها، 2011ل سادر  [24]و یبیران و رخوا
منحنی ف لیاابا  VSCLی هاورق  یشتعاد ارموی شکلهاو 

تغییر ری تئول از تحلیای ها برآن .ندار دادمطالعه قررد مورا شکل 
استفاده ود محدن لماروش او  مسوی برشی مرتبه یهاشکل

منحنی شکل ف لیاده از استفااین تحلیل تاثیر م انجاابا و کردند 
ای روی یت لایهزکامپوی هادر ورقمستقیم ف لیای ابه جارا 

بررسی آنها . نددکر سیربر طبیعیی فرکانسهاد و موی شکلها
د موی ند شکلهاامیتو VSCLی هاده از ورقستفاا داد،نشان می

یش قابل ملاحظه افزامنجر به کاهش یا و  دادهتغییر را  یشتعاار
 2011در سال  [2]قشوچی برق و صدر  .دطبیعی شوی فرکانسها

با استفاده از ترکیب الگوریتم ژنتیک نخبه گرا و روش نوار محدود، 
فلز را  -ت چند لایه الیافبهینه سازی فرکانس طبیعی صفحا
ها، زاویه جهت گیری الیاف انجام دادند. در این پژوهش تعداد لایه

ی داخلی، شرایط مرزی و نسبت طول به عرض صفحه به هالایه
اند. آنها برای محاسبه ی طراحی در نظر گرفته شدههاعنوان متغیر

ی فرکانس طبیعی از یک روش نوار محدود نیمه تحلیلی بر مبنا
. تئوری کلاسیک صفحات استفاده و تابع برازش را محاسبه کردند

به بهینه سازی فرکانس  2013در سال  [3]قشوچی برق و صدر 

فلز با استفاده از ترکیب الگوریتم  -طبیعی صفحات چند لایه الیاف
ازدحام توده ذرات و روش نوار محدود پرداختند. در این پژوهش 

فلزی، زاویه الیاف، شرایط مرزی  ها، ضخامت صفحاتتعداد لایه
ی طراحی در هاو نسبت طول به عرض صفحه به عنوان متغیر

اند. در این پژوهش برتری الگوریتم ازدحام توده نظر گرفته شده
فال سرخی، ذرات نسبت به الگوریتم ژنتیک ساده نشان داده شد. 

 کامپوزیت صفحات ارتعاش به بررسی 2020در سال [ 4] میلانیو 
FGM برشی  شکل تغییر تئوری از استفاده حرارتی با محیط در
صفحه  فرکانس بالا پرداختند و اثر نیروهای داخل صفحه بر مرتبه

 برای متعددی عددی را بررسی کردند.  در پژوهش مذکور نتایج
 به کامپوزیت هایورق هایفرکانس بر دما تاثیر دادن نشان

 2022در سال  [5] ومناگوپتا و پرادی شد. ارائه تحلیلی صورت
ی کامپوزیتی و هاتحلیل غیرخطی ارتعاشات آزاد و اجباری پوسته

ساندویچی سفتی متغیر را با استفاده از یک تئوری مرتبه بالا انجام 
دادند و نتایج بدست آمده را با چند روش دیگر مقایسه کردند. آنها 

وش در این تحلیل از روش مقدار ویژه در ارتعاش آزاد و از ر
در  [6]نیومارک در ارتعاش اجباری بهره گرفتند. راشد و دمیر 

ی سفتی متغیر هابه بهینه سازی فرکانسی کامپوزیت 2022سال 
با در نظر گرفتن قیدهای ساخت پرداختند. آنها در این بهینه سازی 

در  هااز روش المان محدود استفاده کرده و اثر زوایای لایه
ند. همچنین نتایج بدست آمده از این فرکانس سازه را بررسی کرد
ی دیگر مقایسه کرده و در نهایت هاتحقیق را با نتایج پژوهش

مدل بهبود یافته فرکانسی را پیشنهاد دادند. شیردل و همکاران 
به بررسی استاتیکی و ارتعاشی و کنترل  2022در سال  [7]

دینامیکی صفحات کامپوزیتی سفتی متغیر هوشمند دارای 
 یهاتغییر شکلری تئورداختند. آنها در این بررسی از جدایش پ

جهت مدل سازی  ودمحدن لماروش ااول و ی برشی مرتبه
های ها و موقعیتی مختلف جدایش لایههااستفاده و اثر اندازه

مختلف آن بر رفتار دینامیکی و استاتیکی صفحات فوق را مورد 
عاشات آزاد ارت 2022در سال  [8] میلازو مطالعه قرار دادند.

صفحات کامپوزیتی سفتی متغیر دارای ترک را با روش توسعه 
یافته ریتز مطالعه نمد. ایشان با اعتبارسنجی نتایج حاصل از 

ی روش پیشنهادی پرداخت و هاپژوهش، به بررسی قابلیت
ی سفتی متغیر مقاوم در برابر هاراهکارهایی جهت طراحی سازه

تحلیل  2022در سال  [9]ان آسیب ارائه نمد. دارایی و همکار
ارتعاشات آزاد تیرهای چند لایه کامپوزیتی با الیاف منحنی شکل 
را با استفاده از چند تئوری بهبود یافته مطالعه و تاثیر لایه چینی 

ی فوق را بررسی هاو شرایط مرزی مختلف بر فرکانس چند لایه
از روش بی مش بر پایه  2022در سال  [10]کردند. وسکوینی 

ی سفتی متغیر هاو روش ریتز جهت تجزیه و تحلیل پنل Rتوابع 
داد، میی پیچیده استفاده نمد. بررسی ایشان نشان هابا هندسه
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  ... طول تحت یساده در راستا یبا تکیه گاه ها ریمتغ یفلز سفت  -افیصفحات ال یفرکانس لیتحل

ی پیچیده با تعداد درجات آزادی هاروش پیشنهادی برای هندسه
دهد. مرزوکی و یی با خطای ناچیز ارائه میهاپایین، پاسخ

سی تجربی و عددی ارتعاشی به برر 2022در سال  [11]همکاران 
فلز پرداختند. آنها در این مطالعه سه لایه  -ی الیافهاچندلایه

چینی متفاوت را با روش لایه چینی دستی به روش تجربی بررسی 
و نتایج بدست آمده را با روش المان محدود مقایسه نمدند. بررسی 

ی هاداد شرایط مرزی تاثیر بسیار زیادی در پاسخآنها نشان می
های مختلف دارد و در صورت عدم بدست آمده در لایه چینی

تواند باعث افزایش اختلاف بین نتایج تجربی اعمال صحیح، می
 و عددی گردد.

ی انجام شده، در تحقیق حاضر، تغییرات هادر ادامه پژوهش
ی ساده در هاگاهفلز سفتی متغیر با تکیه -فرکانس صفحات الیاف

رارتی در شرایط مرزی مختلف، لایه راستای طول تحت بار ح
ی مختلف و هادما و تعداد لایه تغییراتی متفاوت، هاچینی

ی مختلف با استفاده از تئوری هاهمچنین در نسبت منظری
ست. همچنین در این اهکلاسیک صفحات مورد بررسی قرار گرفت

تحقیق از روش نوار محدود نیمه تحلیلی جهت محاسبات استفاده 
زمان تحلیل در این روش باتوجه به تعداد درجات آزادی  ست.اهشد

ی از سازه اهباشد. نمونکمتر نسبت به روش المان محدود کمتر می
 ست.اه( نشان داده شد1مورد تحلیل در شکل )

 
فلز سفتی متغیر تقسیم شده  -ای الیافای از سازه صفحهنمونه (:1شکل )

 به نوارهای محدود

ئوری کلاسیک خمش روش نوار محدود و ت

 صفحات
وجود دارد. شناخت  ییهادر ساخت و انتخاب پهپاد همواره چالش

در  کنندهیینتع یابه عنوان عوامل محدودکننده  یفن یپارامترها
 یو پارامترها هاچالش 2. در شکل است یتحوزه حائز اهم ینا

ست. در اهنشان داده شد ینفوگرافیکصورت احوزه پهپاد به یفن
 .شودیها پرداخته مچالش رائهپارامترها و ا یبه معرف ادامه

بر اساس تئوری کلاسیک خمش صفحات، کرنش نرمال خارج 
)صفحه  )xx های برشیو کرنش

xz  و
yz  .برابر صفر هستند

این تئوری زاویة چرخش خط نرمال همواره تابعی از خیز است. در 
کند. در این این فرض، یک قید را بر خمش صفحه اعمال می

 ندی تغییر مکان به صورت زیر محاسبه می شوهاتئوری مولفه
[2-3] : 

(1) 
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(، 1در رابطة )

0 0 0( , , )u v w ها در امتداد محورها تغییر مکان

باشند. در حقیقت فرم می( x-yو بر روی صفحة میانی )صفحه 
سه بعدی خمش صفحه به سئله دهد که م( اجازه می1رابطة )

صورت یک مساله دو بعدی مدل شود و در حقیقت تنها کافی 
مطالعه شود و با مشخص  (Z=0) است که خمش صفحة میانی

شدن
0 0 0( , , )u v wهای برای هر نقطة صفحة میانی, تغییر مکان

 ( محاسبه شوند. 1سایر نقاط محیط پیوسته نیز از رابطة )

ی خارج صفحه در تئوری هابا توجه به صفر بودن کرنش
کلاسیک خمش صفحات

13 23 33( , , 0)    سایر عناصر ,

 شوند.میاسبه تانسور کرنش گرین، به صورت ساده زیر مح

(2)  
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معرف کرنش  شود که ( مشاهده می2با توجه به رابطة )
ردار انحناء چرخش مربوط به معرف ب بر روی صفحة میانی و

معرف فاصله از صفحة میانی است. در رابطة  zصفحة میانی و
توان کرنش هر می( با داشتن توابع تغییر مکان صفحة میانی, 2)

نقطه از صفحه را بر اساس تئوری کلاسیک خمشی صفحات 
 .[12]دومحاسبه نم

توان به طة هوک را میبرای یک تک لایه ارتوتروپ راب
 صورت زیر نوشت:

(3) 



















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




















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2

1
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2
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.
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0
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











Q

QQ
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شوند، پس ها خیلی نازک فرض مییهلاتک به علت اینکه 
ای در نظر گرفت. رابطة فوق بیان توان تنش را تنش صفحهمی

باشد که در مختصات اصلی قانون هوک برای یک تک لایه می
ی سفتی هااست. این رابطه برای کامپوزیتتک لایه نوشته شده

که با دستگاه مختصات اصلی  (x-y)متغیر در دستگاه مرجع 
)اختلاف زاویه ای برابر )x  شود.بیان میدارد، به فرم زیر 

(4) 
11 12 16

12 22 26

16 26 66

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

( ) ( ) ( )

x x

y y

xy xy

Q x Q x Q x

Q x Q x Q x

Q x Q x Q x

 

 

 

    
    

    
    

    

 

 ( داریم:4در رابطه )
4 2 2 4

11 11 12 66 22

2 2 4 4

12 11 22 66 12

4 2 2 4

22 11 12 66 22

16 11 12 66

( ) cos ( ) 2( 2 )sin ( ) cos ( ) sin ( )

( ) ( 4 )sin ( ) cos ( ) (sin ( ) cos ( ))

( ) sin ( ) 2( 2 )sin ( ) cos ( ) cos ( )

( ) ( 2 )sin

Q x Q x Q Q x x Q x

Q x Q Q Q x x Q x x

Q x Q x Q Q x x Q x

Q x Q Q Q

   

   

   

   

    

   

   3 3

12 22 66

3 3

26 11 12 66 12 22 66

2 2 4 4

66 11 22 12 66 66

( ) cos ( ) ( 2 )sin ( ) cos ( )

( ) ( 2 )sin ( ) cos ( ) ( 2 )sin ( ) cos ( )

( ) ( 2 2 )sin ( ) cos ( ) (sin ( ) cos ( ))

x x Q Q Q x x

Q x Q Q Q x x Q Q Q x x

Q x Q Q Q Q x x Q x x

   

   

   

  

     

     

 

 

)( زاویه4در رابطه ) )x  برای هر لایه از عبارت زیر
 : [13]شودمحاسبه می

1 0
0

2( )
( )

2

k k
k kT T a

x x T
a




   

 که در آن:

   :a   طول صفحه 

0: kT زاویه جهت گیری الیاف در مرکز صفحه 

1: kT انتهای صفحه  دو زاویه جهت گیری الیاف در
( 0, )x a 

  (A(x))ی سفتی داخل صفحههادر این حالت ماتریس
ی داخل صفحه و خارج صفحه و ماتریس کوپلینگ نیروها

(B(x)) و ماتریس سفتی نیروهای خارج صفحه (D(x))  به
 گردد:صورت زیر تعریف می

 

1

( ) ( )

1

1 1

( ) ( ). ( )( )
k

k

ZL L
k k

xy xy k k

k kZ

A x Q x dz Q x Z Z




 

   
 (5) 

1

( ) ( ) 2 2

1

1 1

1
( ) ( ). . ( )( )

2

k

k

ZL L
k k

xy xy k k

k kZ

B x Q x z dz Q x Z Z




 

    
 

1

( ) 2 ( ) 3 3

1

1 1

1
( ) ( ). . ( )( )

3

k

k

ZL L
k k

xy xy k k

k kZ

D x Q x z dz Q x Z Z




 

   
    

ی عمل کننده بر صفحه برابر هادر نتیجه نیروها و ممان        
 :[16-14]د با خواهند بو

0

11 12 16 11 12 16

0

21 22 26 21 22 26

0
61 62 66 61 62 66

. .

x xx

y y y

xy xy xy

N A A A B B B

N A A A B B B

A A A B B BN

 

 

 

        
           

         
                   

 

(6)  

 
0

11 12 16 11 12 16

0

21 22 26 21 22 26

0
61 62 66 61 62 66

. .

x xx

y y y

xy xy xy

M B B B D D D

M B B B D D D

B B B D D DM

 

 

 

        
           

         
                   

 

همچنین نیروهای عمل کننده بر صفحه ناشی از بار 
 :ستاهشدحرارتی از رابطه زیر محاسبه 

(7)    
1

( )

1

, , ( )
k

k

zn
T

k

x y xy xy k
k z

N N N Q x dz




    
 

(7در رابطه ) 
k

 اط ی ضرایب انبسهاشامل مولفه

 آید.حرارتی در هر لایه است که از رابطه زیر بدست می

      1 2, , , ( )
T T

x y xyk k
T T        

 که در آن:

: T  تغییرات درجه حرارت 

   
1: ضریب انبساط حرارتی در راستای طولی 

   
2: ستای عرضیضریب انبساط حرارتی در را 

 و

 

2 2

2 2

cos ( ) sin ( )

sin ( ) cos ( )

sin 2 ( ) sin 2 ( )

x x

T x x

x x

 

 

 

 
 

  
  

     

در مجموع انرژی پتانسیل ذخیره شده در یک نوار محدود را 
 ( بدست آورد:8توان از رابطة )می

(8) 
1

.
2

ij ij

V

U dv  
 

ijهک
المان حجم نوار  dvتانسور کرنش و  ijتانسور تنش، 

باشند. انرژی فوق را با انتگرال گیری بر روی ضخامت می
 توان به صورت رابطة زیر ساده کرد:می

 الف(-9)      0 0 01
( . . 2 . . . . .

2

T T T

l l lU A B D dx dy        

شود، انرژی میالف( مشاهده -9همان طوری که از رابطة ) 
لًا پتانسیل ذخیره شده در یک نوار محدود مرکب ارتباط کام

ها در ماده مرکب دارد. با مستقیمی با نحوه چیدن و آرایش لایه
 توجه به رابطه بالا داریم:

 ب(-9)
Elastic Membrane Coupling bendingU U U U   

 0 01
. . .

2

T

Membrane l lU A dx dy   
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61 

 
  ... طول تحت یساده در راستا یبا تکیه گاه ها ریمتغ یفلز سفت  -افیصفحات ال یفرکانس لیتحل

 
1

. . .
2

T

BendingU D dx dy  
 

 0 . . .T

Coupling lU B dx dy   

 :مداری برای حالتی که آرایش لایه چینی صفحه متقارن باشد

  0 0CouplingB U      
رابطه  همچنین انرژی پتانسبل ناشی از بارگذاری حرارتی از   

 آید:زیر بدست می

(10)
) 

22
1 1

2 2
m x y xy

w w w w
U N N N dxdy

x y x y

          
         

           


 

بارهای حرارتی می باشنننند که از  xyNو  xN ،yNکه در آن 

 آیند.( بدست می7رابطه )

 ژی پتانسیل مذکور انرژی پتانسیل کل برابر مجموع دو انر

همچنین انرژی جنبشی برای یک نوار محدود به صورت باشد. می
  گردد:زیر محاسبه می

(11) 0 0 0 0 0 01
. .( . ) . .( . ) . .( . )

2

T T T T T T

e e e

u u v v w w

n n n n n n

S S S

T u t N N dS u v t N N dS v w t N N dS w  
      

        
            

   

 

ضخامت صفحه بوده و جملات داخل  t، (11)در رابطة 
دهند. برای بدست های جرمی را تشکیل میکروشه ماتریس

انرژی، از روش لاگرانژ استفاده  آوردن معادلات حرکت از معادلات
درجه آزادی کنسرواتیو  nست. این معادله برای سیستم اهشد

 باشد:بصورت زیر می

(12) 
0 1,2,......,

i i i

d T T U
i n

dt q q q

   
    

   

 

انرژی پتانسیل،  Uانرژی جنبشی، Tکه در آن
iq 

باشند. با جایگزینی انرژی مختصات عمومی مستقل سیستم می
پتانسیل و جنبشی بدست آمده در معادلة لاگرانژ، معادلة حرکت 

 آید.سازه به صورت زیر بدست می

(13)         0ˆˆ 2  ntotalntotal uMuK  

ˆ0با فرض  nu :خواهیم داشت 

(14)     02  totaltotal MK   

 عبارت فوق، عبارتی مقدار ویژه است که در آن 
های طبیعی سازه بر حسب رادیان بر ثانیه بوده و به فرکانس

به عنوان یک پارامتر  صورت زیر نرمالیزه شده و در نتیجه 
 . [17,18]سی بدست خواهد آمدفرکان

(15) 
2

1

0

2. 














D
L


 

ظول صفحه و  Lچگالی، در رابطه فوق 
0D  صلبیت سفتی

 :گرددمرجع بوده و به صورت زیر تعریف می

)1(12 2112

3

2
0 


hE
D 

در معادلة بدست آمده کوچکترین فرکانس حاصله، فرکانس 
 باشد.طبیعی اول نرمالیزه شدة سازه می

ی سفتی و هادر پژوهش حاضر جهت محاسبه ماتریس
ست. در این روش، اهجرم از روش نوار محدود استفاده شد

ونیک و جایی در جهت طولی با توابع هارمتغییرات توابع جابه
ست. اهای تخمین زده شددر جهت عرضی با توابع چندجمله

های روش نوار محدود روشی است که تنها در تحلیل سازه
ای منشوری شکل دارای سطح مقطع ثابت در امتداد صفحه

هایی که بتوان طول کاربرد دارد یا به عبارت دیگر در سازه
 کرد.آنها را به یک سری نوارهای محدود طولی تقسیم 

در این تحقیق از آنجا که در تئوری کلاسیک تنها سه 
شوند، در فرمولاسیون روش لحاظ می wو  u  ,vتابع جابجایی 

اند. نوار محدود نیز این سه تابع تغییر مکان در نظر گرفته شده
u  وv های داخل صفحه و معرف تغییر مکانw  معرف تغییر

ین توابع جابجایی مکان خارج از صفحه هستند. به منظور تعی
گردد، یعنی با ها استفاده میاز ایده روش جدا سازی متغیر

توان توابع تعریف یک سری توابع بر روی مرزهای نوار، می
 ضرب آنها بیان کرد.جابجایی را به صورت یک سری از حاصل

(61)  

0

1

( , , ) ( ). ( ). ( )
ru

u u u

n n n

n

u x y t f x g y A t


 

0

1

( , , ) ( ). ( ). ( )
rv

v v v

n n n

n

v x y t f x g y A t


 

0

1

( , , ) ( ). ( ). ( )
rw

w w w

n n n

n

w x y t f x g y A t


 

بایستی شرایط مرزی را بر روی مرزهای  gو  fتوابع  که
نوار اجابت نمایند. بنابراین باید یک سری توابع شکلی در جهت 
طولی و همچنین در جهت عرضی تعریف شود و باتوجه به اینکه 
شکل مدهای طبیعی یک نوار الاستیک به صورت توابع 

لی در جهت طولی توان در تعیین توابع شکهارمونیک است، می
نوار از توابع شکلی هارمونیک استفاده نمد. توابع شکلی در جهت 
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طولی نوار برای شرط مرزی تکیه گاه ساده و گیردار به صورت 
  شود:زیر تعریف می

(17) 

( ) cosu

n

n x
f x

l

 
  

 

 

sin end  simply supported

( ) sin , ( )

sin .sin end  clamped

v w

n n

n x

ln x
f x f x

l x n x

l l





 

  
 

   
   

     
       

 

پیوستگی لازم به ذکر است که توابع شکلی نوار باید شرایط 
مرزهای نوار اجابت کنند. همان گونه که اشاره شد را بر روی 

توابع شکلی در جهت طولی، توابع هارمونیک فرض شدند و از 

آنجا که توابع هارمونیک مثلثاتی 
sin( )

n x

l



و  
cos( )

n x

l



خود و  
شتقاتشان پیوسته هستند، پس شرط پیوستگی در جهت طولی م

شود. همچنین برای بیان تغییرات توابع جابجایی در اجابت می
ست. با اهای استفاده شدعرض نوار محدود، از توابع چند جمله

و مشتق  vو  uتوجه به اینکه در رابطة انرژی تنها مشتق اول 
 0Cپیوستگی از نوع  وجود دارند، لذا به شرایط wاول و دوم 
 wبرای بیان  1Cاز نوع  و شرایط پیوستگی vو  uبرای بیان 

از توابع شکلی لاگرانژی و  vو  uنیاز است. در نهایت برای بیان 
 ست و داریم:اهاز توابع شکلی هرمیتی استفاده گردید wدر بیان 

(18)  
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و  
sb .عرض هر نوار است 

 جیارائه نتا

بتدا فرکانس کامپوزیت سفتی متغیر با  در این پژوهش ا
ست. اهمقایسه و صحت کد بررسی شد [21-19]مراجع 

مشخصات کامپوزیت در این اعتبارسنجی مطابق با مرجع 
 ست:اهبه صورت زیر در نظر گرفته شد [20]

 3

11 22 12 3.7173 , 7.2 , , 0.29, 15 /6 40GPa GPa GPa kgE E G m      

بعاد صفحه بر ا  ،a=b=1m در این بررسی برا
بر  و چهار طرف  h=0.01mضخامت کل صفحه برا

در ( CCCCو گیردار )( SSSS) گاه سادهصفحه تکیه
برای  چینی کامپوزیتست. همچنین لایهاهنظر گرفته شد

 [<30,0>,<45,90>,<30,0>] صورت به SSSSصفحه 
-,45->,<0,45>]  به صورت  CCCCو برای صفحه 

باشد. نتایج حاصله و درصد اختلاف می[<0,45>,<60
به ترتیب  CCCCو  SSSSبرای شرط مرزی بین نتایج 

همان طور که  ست.اه( ارائه شد2( و )1جداول )در 
شود، روش حاضر فرکانس سازه را کمی میمشاهده 

 زند.بالاتر تقریب می

اعتبارسنجی مدل با استفاده از مراجع مختلف برای صفحه با  (:1) جدول

 SSSSشرایط مرزی 

 فرکانس

 (Hz) سوم
فرکانس دوم 

(Hz) 
فرکانس اول 

(Hz) 

روش مورد 

 استفاده

338/848 178/505 487/309 RRM [19] 

748/847 791/504 315/309 [20] CLT 

IGA 

509/845 799/503 799/308 [21] HLT 

 روش حاضر 13/321 54/526 9/870

0030/3 5139/4 9932/3 
خطا بیشترین 

(%) 

ز مراجع مختلف برای صفحه با اهاعتبارسنجی مدل با استفاد (:2)جدول

 CCCC شرایط مرزی

 انس سومفرک

(Hz) 

فرکانس دوم 

(Hz) 

فرکانس 

 (Hzاول )

روش مورد 

 استفاده

797/1233 232/826 189/582 
[20] CLT 

IGA 

79/1225 532/821 398/579 [21] HLT 

 روش حاضر 221/602 846/575 801/1251

 (%بیشترین خطا ) 94/3 05/3 12/2
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  ... طول تحت یساده در راستا یبا تکیه گاه ها ریمتغ یفلز سفت  -افیصفحات ال یفرکانس لیتحل

ر مشخصات کامپوزیت و آلومینیوم در این پژوهش به شرح زیر د
ست. خواص و مشخصات لایه کامپوزیتی اهنظر گرفته شد

(T300/5208 graphite-epoxy)   عبارتند از: [22]طبق مرجع 

     
12

6 6

1 2 12

1 2

3

6.98154.5 , 11.13 , , 0.304

0.17 10 1/ , 23.1 10 1/ , 1560 /

GPa GPa GPa

C C kg

E G

m

E

 



 











  

 

 [23]طبق مرجع  (Al 2024-T3) خواص لایه آلومینیومی 
 عبارتند از:

 1

672.4 , 0.33, 12.45 10 1/E GPa C  

نوار لازم در پژوهش حاضر، جهت حصول حداقل تعداد 
جهت تحلیل، ابتدا نمدار همگرایی به ازای تعداد نوارهای مختلف 

و  CSCSسفتی متغیر با شرایط مرزی لایه  4برای دو صفحه 
FSCS  با لایه چینی , 30,45 , 30,45 ,Al Al   در دمای

30 Co ( 3( و )2ست. در اشکال )اهبرای فرکانس اول بدست آمد

-آمده نشان مینتایج بدست ست. اهاین بررسی ارائه شدنتایج 

 توان به دقت مطلوب دست یافت.نوار می 15دهد با انتخاب 

 
 CSCS نمودار همگرایی برای شرایط مرزی (:2)شکل

 
 FSCSنمودار همگرایی برای شرایط مرزی  (:3) شکل

برای یک سازه  بعد شدهتغییرات فرکانس طبیعی اول بی
چینی و به ازای نوع لایه 4تحت بار حرارتی برای فلز  -الیاف

هایی به میزان ترشرایط مرزی مختلف و تغییر درجه حرا

0 ,30 ,60 ,100C C C C  و ضخامت  1برای نسبت منظری
است. در ( نشان داده شده7( تا )4در اشکال ) 0.01کل به ابعاد 
  عبارتند از: هاچینیلایهاین پژوهش 

     الف( , 30, 45 , 30, 45 , 30, 45 , 30, 45 ,Al Al        

     ب(  , 30,60 , 30,60 , 30,60 , 30,60 ,Al Al        

      پ( , 30,90 , 30,90 , 30,90 , 30,90 ,Al Al        

                                       ت(
 , 30,90 , 30,90 ,Al Al    

                                      ث( , 30,45 , 30,45 ,Al Al   
 

 

های مختلف بعد شده بر حسب تغییر دمافرکانس طبیعی اول بی (:4) شکل

 و به ازای شرایط مرزی متفاوت برای حالت )الف(

 

های مختلف بعد شده بر حسب تغییر دمافرکانس طبیعی اول بی(: 5) شکل

 و به ازای شرایط مرزی متفاوت برای حالت )ب(

 

های مختلف بعد شده بر حسب تغییر دمافرکانس طبیعی اول بی (:6) شکل

 و به ازای شرایط مرزی متفاوت برای حالت )پ(
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مختلف  هایبعد شده بر حسب تغییر دمافرکانس طبیعی اول بی (:7) شکل

 و به ازای شرایط مرزی متفاوت برای حالت )ت(

ط مرزی بررسی فرکانس اول بی بعد شده به ازای شرای
با ثابت بودن مقدار تغییرات درجه حرارت، دهد، می مختلف نشان

هرچه قیدهای صفحه افزایش پیدا کند، مقدار فرکانس طبیعی 
یابد که تاثیر شرط مرزی گیردار در افزایش فرکانس افزایش می

بعد بیشتر از شرط مرزی ساده است. در نتیجه فرکانس طبیعی بی

کمترین مقدار و برای حالت  دارای FSFSشده برای حالت 
CSCS  دارای بیشترین مقدار است. همچنین بارگذاری حرارتی

گردد و با افزاش دما، مقدار موجب افزایش فرکانس طبیعی می
دهد، با تغییر این افزایش، بیشتر است. نتایج بدست آمده نشان می

کند. این تغییر نشان دهنده لایه چینی، فرکانس صفحه تغییر می
 باشد.فلز سفتی متغیر می -یت لایه چینی در صفحات الیافاهم

ی هالایه چینیدر ادامه مقادیر پنج فرکانس اول برای 
یهادر دمابه ازای شرایط مرزی مختلف حالت )الف( و )ث( 

30 Co 60و Co  0.01و ضخامت کل به ابعاد  1و نسبت منظری 
برای حالت ضخامت هر  0.015حالت ضخامت کل ثابت و برای 

ست. نتایج بدست آمده اه( ارائه شد6( تا )3در جداول ) لایه ثابت
دهند، با افزایش ضخامت و برای پنج فرکانس اول نیز نشان می

یابند. ی صفحه افزایش میهاافزایش قیود صفحه فرکانس
لایه رتعاشی برای اول ا ( پنح مد10( تا )8) همچنین در اشکال

30یچینی حالت )ث(  در دما Co  به ازای شرایط مرزیFSSS 

,FSCS ,CSCS ست.اهارائه شد

 درجه سانتی گراد 30برای لایه چینی حالت )ث(  در دمای   پنج فرکانس اول   (:3)جدول 

thickness /a=0.01 
30T C  

5( / )rad s 4 ( / )rad s 
3( / )rad s 

2 ( / )rad s 
1( / )rad s Edges BCs 

6749/29 9107/17 9213/9 1339/5 2955/3 FSFS 

5124/40 6636/25 7673/14 6290/7 8400/3 FSSS 

5937/44 6949/28 7517/16 6282/8 0264/4 FSCS 

7398/53 7930/35 8121/21 7619/11 5667/5 SSSS 

6211/58 6345/39 6010/24 4834/13 2368/6 CSSS 

7691/63 7473/43 6673/27 4827/15 1359/7 CSCS 

 درجه سانتی گراد 30برای لایه چینی حالت )الف( در  دمای  پنج فرکانس اول (:4جدول )

thickness /a=0.01 30T C  

5( / )rad s 
4 ( / )rad s 

3( / )rad s 2 ( / )rad s 
1( / )rad s Edges BCs 

2141/28 9826/16 3425/9 7409/4 9507/2 FSFS 

5788/38 4150/24 0098/14 1713/7 4931/3 FSSS 

4695/42 3062/27 9045/15 1286/8 6746/3 FSCS 

2136/51 1054/34 7711/20 1693/11 2061/5 SSSS 

8654/55 7669/37 4310/23 8155/12 8559/5 CSSS 

7713/60 6869/41 3549/26 7256/14 7242/6 CSCS 

 درجه سانتی گراد 60برای لایه حالت )ث(   در دمای   پنج فرکانس اول  (:5جدول )
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thickness /a=0.01 60T C  o 

5( / )rad s 
4 ( / )rad s 

3( / )rad s 
2 ( / )rad s 

1( / )rad s Edge BCs 

9496/31 0755/20 7552/11 4171/6 2242/4 FSFS 

5015/42 6100/27 5707/16 0914/9 8578/4 FSSS 

4869/46 5465/30 4830/18 0648/10 0379/5 FSCS 

4509/55 4595/37 3981/23 1936/13 7179/6 SSSS 

2464/60 2066/41 0875/26 8242/14 3373/7 CSSS 

3129/65 2289/45 0550/29 7225/16 1516/8 CSCS 

 درجه سانتی گراد 60برای لایه چینی حالت )الف( در  دمای   پنج فرکانس اول   (:6جدول )

thickness /a=0.015 60T C  o 

5( / )rad s 
4 ( / )rad s 

3( / )rad s 
2 ( / )rad s 

1( / )rad s Edges BCs 

0111/42 1694/25 7441/13 9142/6 2807/4 FSFS 

6026/57 3581/36 7616/20 5419/10 0826/5 FSSS 

4525/63 7093/40 6160/23 9829/11 3561/5 FSCS 

5947/76 9367/50 9431/30 5562/16 6418/7 SSSS 

5842/83 4423/56 9476/34 0399/19 6263/8 CSSS 

9541/90 3347/62 3475/39 9205/21 9439/9 CSCS 

 

 )الف( مد اول )ب( مد دوم )پ( مد سوم )ت( مد چهارم )ث( مد پنجم FSSS.مد اول برای حالت )ث(  و شرط مرزی پنج   (:8شکل )
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 )الف( مد اول )ب( مد دوم )پ( مد سوم )ت( مد چهارم )ث( مد پنجم  FSCS.پنج مد اول برای حالت )ث(  و شرط مرزی(: 9شکل )

 

مد سوم )ت( مد چهارم )ث( مد پنج )الف( مد اول )ب( مد دوم )پ( CSCS.مرزی پنج مد اول برای حالت )ث(  و شرط(: 10شکل )

ها )با در ادامه، جهت بررسی تاثیر افزایش تعداد لایه
فرض ثابت ماندن ضخامت کل صفحه و برابر بودن ضخامت 

ها( بر فرکانس طبیعی اول، محاسبات فوق در تمامی لایه
لایه به  6و  4 لزف -صفحات الیافشرایط مرزی مختلف برای 

( 7ست. در جدول )اهی دما، انجام شداهدرج 30ازای تغییرات 
ست.  همچنین به منظور بررسی اهنتایج این بررسی ارائه شد

)با فرض ثابت ماندن ضخامت هر  هاتاثیر افزایش تعداد لایه
ها( بر فرکانس طبیعی لایه و برابر بودن ضخامت تمامی لایه

صفحات در شرایط مرزی مختلف برای  اول، محاسبات فوق
درجه،  60و  30لایه به ازای تغییرات دمای  6و  4 فلز-الیاف

( نتایج این بررسی ارائه 9( و )8ست. در جداول )اهانجام شد
ست. در این حالت بررسی ضخامت کل به طول صفحه اهشد
لایه برابر  6و ضخامت کل به طول صفحه  01/0لایه برابر  4

( نیز اثر ابعاد 10ست. در جدول )اهر نظر گرفته شدد 015/0
 ست.اههندسی بر نتایج فرکانسی ارائه شد

ها بر فرکانس طبیعی برای لایه چینی حالت تاثیر تعداد لایه  (:7)جدول 

 ضخامت کل ثابت –)الف( و )ث( 

number of  

layers=6 
number of  

layers=4 30T C  

( / )rad s ( / )rad s Edge BCs 

9507/2 2955/3 FSFS 

4931/3 8400/3 FSSS 

6746/3 0264/4 FSCS 

2061/5 5667/5 SSSS 

8559/5 2368/6 CSSS 

7242/6 1359/7 CSCS 

 



 (پژوهشی -)علمی

 

ن
ستا

زم
 

14
01

/ 
جم

 پن
ره

دو
 

ره 
ما

ش
 /

4 (
م، 

ش
ش

ره 
دو

پ
ی

یاپ
 

23)
 

 

 

67 

 
  ... طول تحت یساده در راستا یبا تکیه گاه ها ریمتغ یفلز سفت  -افیصفحات ال یفرکانس لیتحل

ها بر فرکانس طبیعی برای لایه چینی حالت تاثیر تعداد لایه (:8)جدول 

 ضخامت هر لایه ثابت  –)الف( و )ث( 

number of  

layers=6 
number of  

layers=4 30T C  

( / )rad s ( / )rad s Edge BCs 

6402/3 2955/3 FSFS 

3953/4 8400/3 FSSS 

6746/4 0264/4 FSCS 

9321/6 5667/5 SSSS 

9640/7 2368/6 CSSS 

3512/9 1359/7 CSCS 

ها بر فرکانس طبیعی برای لایه چینی حالت تاثیر تعداد لایه (:9جدول )

 ضخامت هر لایه ثابت -)الف( و )ث( 

number of  
layers=6 

number of  
layers=4 60T C  

( / )rad s ( / )rad s Edge BCs 

2807/4 2242/4 FSFS 

0826/5 8578/4 FSSS 

3561/5 0379/5 FSCS 

6418/7 7179/6 SSSS 

6263/8 3373/7 CSSS 

9439/9 1516/8 CSCS 

تاثیر ابعاد صفحه بر فرکانس طبیعی برای لایه چینی   (:10دول )ج

  حالت )ث(

a/b=2 a/b=1 30T C  

( / )rad s ( / )rad s Edge BCs 

4067/1 2955/3 FSFS 

0956/2 8400/3 FSSS 

3822/2 0264/4 FSCS 

9173/3 5667/5 SSSS 

7367/4 2368/6 CSSS 

8231/5 1359/7 CSCS 

ها به ازای شرایط مرزی بررسی اثر تغییرات تعداد لایه
های متفاوت ی تغییر دماها و نیز براچینیمختلف و انواع لایه

دهد، در صورت ثابت بودن ضخامت کل صفجه، نشان می
گردد. ها موجب کاهش فرکانس طبیعی میافزایش تعداد لایه

ی فلزی و در نتیجه هادلیل این موضوع کاهش ضخامت لایه
افزایش تاثیر بخش کامپوزیتی سازه در ماتریس سفتی است. 

ا، فرکانس صفحه را همچنین افزایش قیدهای صفحه و دم

دهد که دهد. علاوه بر موارد فوق، نتایج نشان میافزایش می
ی ها، افزایش تعداد لایهدر صورت ثابت بودن ضخامت هرلایه

شود که این امر کامپوزیتی باعث افزایش فرکانس طبیعی می
ناشی از افزایش سفتی سازه به دلیل افزایش ضخامت می باشد. 

دهد، با افزایش نسبت میآمده نشان همچنین نتایج بدست 
 یابد.منظری، فرکانس سازه کاهش می

 گیرینتیجه

فلز سفتی متغیر -در این مقاله تحلیل ارتعاشی صفحات الیاف
ی ساده در راستای طول تحت بار حرارتی با هاگاهبا تکیه

استفاده از روش نوار محدود نیمه تحلیلی تحت شرایط مرزی 
دهد، قرار گرفت. بررسی نتایج نشان میمختلف مورد بررسی 

فلز -تغییر لایه چینی تاثیر بسزایی در فرکانس صفحات الیاف
سفتی متغیر داشته و اهمیت لایه چینی را در این صفحات 

دهد. همچنین نتایج حاکی از آن است که افزایش نشان می
دما، افزایش قیدهای صفحه و افزایش ضخامت؛ فرکانس 

سفتی متغیر را افزایش و افزایش نسبت فلز -صفحات الیاف
 یابد.منظری فرکانس این صفحات را کاهش می
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