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آن به منظور کاهش دامنه ارتعاشات  یجرم متمرکز در انتها کیبا  رداریسرگ کی ریبه صورت ت یرخطیغ یکینامیمقاله، استفاده از جاذب د نیهدف ا
شده و  لبه آن اعما کیهارمون یرویو ن باشدیم سکوزیو ییرایو م یرخطیشامل جرم، فنر غ هیاول یارتعاش ستمی. سباشدیشده م دیتشد یرخطینوسانگر غ
 یمنظور ابتدا، انرژ نیاستفاده شده است. به ا یرخطیغ یکینامیجاذب د کیکاهش دامنه ارتعاش، از  یحالت برا نی. در اشودیم ستمیس دیباعث تشد

حل  یشود. برایاستخراج م ستمیمحاسبه شده و سپس با استفاده از معادلات لاگرانژ، معادلات حاکم بر س یارتعاش ستمیس لیپتانس یو انرژ یجنبش
فنر  یدر نظر گرفتن جرم جاذب و سفت زیدر حالت ناچ ،یدر متلب و حل عدد یسی. با کدنوشودیچندگانه استفاده م یهااسیمعادلات حاکم، از روش مق

قابل  یشده، به خوب دیشدبر کاهش دامنه ارتعاشات نوسانگر ت یرخطیارتعاش غ یکینامیجاذب د ری. تأثشودیانجام م جینتا یگذارصحه نگ،یداف یرخطیغ
 .شودیم یبررس هیاول ستمیدامنه ارتعاشات س یبر رو یرخطیغ یکینامیجاذب د یاصل یپارامترها ریتأث نیمشاهده است. همچن

 چندگانه یهااسیروش مق، معادلات لاگرانژی، رخطیارتعاشات غی، رخطیغ یکینامیجاذب د  های كليدی:واژه
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The purpose of this paper is to use a nonlinear dynamic absorber in the form of a beam with concentrated mass at its end to 
reduce the amplitude of the resonant nonlinear oscillator vibration. The primary vibration system consists of mass, nonlinear 
spring, and viscous damping, and the har-monic force is applied to it and causes the system to intensify. In this case, a nonlinear 
dynamic ab-sorber has been used to reduce the vibration amplitude. For this purpose, first, the kinetic energy and potential 
energy of the vibrating system are calculated, and then the governing equations of the system are extracted using Lagrange's 
equations. To solve the governing equations, the method of multiple scales is used. By coding in MATLAB and numerical 
solution, in the negligible case of considering the mass of the absorber and the stiffness of the non-linear Duffing spring, the 
valida-tion of the results is done. The effect of the nonlinear dynamic vibration absorber on reducing the amplitude of the 
resonant oscillator vibration can be seen well. Also, the influence of the main pa-rameters of the nonlinear dynamic absorber 
on the vibration amplitude of the primary system is in-vestigated. 
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 ی، عباس رهینظر یمهدمحمد

 مقدمه  1 
 فرکانس که هاییسیستم در ارتعاش دینامیکی جاذب از استفاده

 تغییر قابل هیچکدام طبیعی سیستم فرکانس و خارجی تحریک

 اهکارهار بهترین از است. یکی برخوردار ایویژه اهمیت از نیستند،

 رلکنت در مهمی نقش که صنایع گوناگون در ارتعاشات کنترل برای

 رتعاشا دینامیکی جاذب از استفاده دارد، هاسازه خستگی و تشدید

 یستمس ارتعاش دامنه ارتعاش، جاذب دینامیکی بردن کار به است. با

 یابد.می کاهش اصلی
های دینامیکی های متعددی در زمینه جاذبتاکنون پژوهش

  [1]فونگ و همکاران -ها انجام شده است. ابوندیسارتعاش سیستم
طراحی بهینه یک جاذب ارتعاشی غیرخطی متصل به نوسانگر تشدید 
شده را بررسی کردند. آنها در پژوهش خود، جاذب دینامیکی ارتعاش را 

ارای یک جرم متمرکز در به صورت یک تیر یک سرگیردار بدون جرم د
انتهای آن در نظر گرفتند و سیستم ارتعاشی اصلی نیز شامل جرم، فنر 
خطی و دمپر خطی به صورت میرایی ویسکوز بود که تحت اثر نیروی 
هارمونیک قرار داشت. تابع هدف آنها دامنه ارتعاشات نوسانگر تشدید 

یر بود. بعد از سازی نیز جرم متمرکز و طول تشده و پارامترهای بهینه
تعیین مقادیر بهینه به روش ضرایب ضرایب لاگرانژ و شرایط 

تأثیر آنها را بر کاهش دامنه ارتعاشات به صورت   ،1تاکر -کانکیروش

یک  [2]عددی و تجربی مورد بررسی قرار دادند. هریس و همکاران 
به منظور چاه انرژی غیرخطی جاذب ارتعاش غیرخطی به صورت 

طراحی کردند و با آزمون  های پیشرانکاهش ارتعاشات پیچشی سیستم
تجربی تأثیر سفتی و اینرسی چاه انرژی غیرخطی را بر کاهش دامنه 

گونزالز و  -وازکوئزپیچشی موتور الکتریکی بررسی کردند. ارتعاشات 
ب ارتعاشی به شکل پاندولی را برای یک یک جاذ [3]ناوارو  -سیلوا

سیستم دافینگ تحت تحریک خارجی مورد ارزیابی قرار دادند و فرکانس 
های چندگانه بدست آوردند و نتایج و پاسخ دینامیکی را با روش مقیاس

را با یک جاذب ارتعاشی پاندولی با کاربرد مشابه برای یک سیستم 
سازی عددی، استفاده از شبیه ارتعاشی اولیه خطی مقایسه کردند. با

های فرکانسی تقریبی و رفتار دینامیکی را برای حالت پایا و پاسخ
های گذرا مورد بررسی قرار دادند و تأثیر استفاده از جاذب ارتعاشی پاسخ

ناوارو و -در کاهش دامنه ارتعاشات سیستم اصلی را ارائه نمودند. سیلوا
یک جاذب ارتعاشی غیرخطی متصل به یک  [4]فونگ  -ابوندیس

ساختمان دو طبقه را بررسی کردند. آنها جاذب دینامیکی ارتعاش را به 
متمرکز در صورت یک تیر یک سرگیردار بدون جرم دارای یک جرم 

انتهای آن در نظر گرفتند و سیستم ارتعاشی اصلی شامل دو طبقه صلب 
پذیر بود که تحت تحریک پایه به صورت های انعطافبا ستون

های های ارتعاشی را با روش مقیاسهارمونیک قرار داشت. آنها دامنه
چندگانه بدست آوردند و نتایج کاهش دامنه ارتعاشات دو طبقه را به 

 تجربی و حل عددی مورد ارزیابی قرار دادند.صورت 

                                                           
1. Karush–Kuhn–Tucker (KKT) conditions 

 یبا سفت ارتعاش دینامیکی جاذب کی [5]چانگ و همکاران 
د مور نییپا اریبس هایجذب ارتعاش فرکانس یصفر برا نزدیک به

 ،وربم رمدل ساده فن کظر گرفتن یبا در ن. آنها ندمطالعه قرار داد
 فرص نزدیک به یبا سفت ارتعاش دینامیکی جاذب کی یمفهوم یطراح

ولیه را با همچنین رفتار دینامیکی سیستم ارتعاشی ا را انجام دادند.
روش  ارتعاش تحت تحریک هارمونیک، با دینامیکی استفاده از جاذب

 [6]و همکاران  ویلبالانس هارمونیکی و حل عددی تحلیل کردند. 
یک نزد یتفس با ارتعاش یجداساز ستمیس کی یکینامید یهایژگیو
. آنها ندفتدر نظر گر کوپل ارتعاش دینامیکی یاهجاذب یصفر را برا به

 یوارتعاش را بر ردینامیکی جاذب  ییرایو م یتفجرم، س تأثیر
به  پلکو ستمیس یرویانتقال ن تیو قابل یکینامیپاسخ د یهایژگیو

اش ارتع یجداساز ستمیس کیکردند و آن را با  یبررس یصورت عدد
اذب ج [7]کردند. چانگ و همکاران  سهیصفر مقا نزدیک به یتفس با

 یورت تئورصفعال را به  مهیصفر ن نزدیک به یتفس با دینامیکی ارتعاش
جاذب مورد  آنها نشان داد که جی. نتاندقرار داد یمورد بررس یو تجرب
کند و یفعال م نییپا اریفرکانس بسیک جذب ارتعاش را در  بررسی،

 میتنظ ثرؤتوان به طور میجذب ارتعاش را م یبرا دیفرکانس ضد تشد
 .نمود

های ارتعاشی دو جرمی با طراحی بهینه جاذب [8]سامی ا
های مختلف سری و موازی متصل شده به سیستم یک درجه آرایش

معیار  آزادی غیر میرا تحت تحریک هارمونیک را با استفاده از دو
ه و سازی و یک معیار ماکزیمم پایداری مورد بررسی قرار داد. آنبهینه

سازی هینهجاذب دینامیکی غیرمعمول را به روش تحلیلی، ب [9] نگویان
ش برای های دینامیکی ارتعااز جاذب [10]کردند. یانگ و همکاران 

ستفاده کنترل ارتعاش یک صفحه در دو محدوده فرکانسی کم و زیاد ا
خراج و پس از است کردند و مدل خود را به صورت تحلیلی حل نموده

ی، معادلات دینامیکی حرکت، به دو روش حل عددی و آزمون تجرب
ای هپاسخ ارتعاشی سیستم را محاسبه کردند و مکان بهینه جاذب

 ارتعاشی را تعیین نمودند.
عاش تأثیر جاذب دینامیکی ارتعاش را در ارت [11]وانگ و کو 

به دو  های سیستم راغیرخطی یک تیر لولا شده بررسی کردند و پاسخ
. علی و صورت حل تحلیلی و نتایج آزمون تجربی واقعی مقایسه نمودند

ب انرژی مدل جاذب دینامیکی ارتعاش را به شکل بازیا [12]ادهیکاری 
های و پاسخ پیزوالکتریک برای ذخیره انرژی ارتعاشی سیستم ارائه کردند

نمودند.  سیستم را به ازای تغییرات پارامترهای مختلف طراحی، بررسی
اشات های ارتعروش دن هارتوگ را برای جاذب [13]حبیب و همکاران 

های خهای غیرخطی انرژی تعمیم دادند و پاسغیرخطی با عنوان چاه
گ ند. وانسیستم را برای دو حالت خطی و غیرخطی، بررسی و مقایسه کرد

ه عنوان یک ب آویزان توان از ستونبا حل تحلیلی اثبات کرد که می [14]
 .جاذب دینامیکی ارتعاش برای سیستم جرم و فنر استفاده نمود
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 ...در کاهش دامنه ارتعاش  یرخطیغ یکینامیجاذب د کی یپارامترها ریتأث یبررس

 را کیسکوالاستیو یکینامیجاذب دیک  [15] امتیو  کیسدوف
 ملکردع آن در که ندقرار داد یمورد بررس یارتعاش ستمیس کی یبرا

که اصطلاحاً به آن  کندیم رییتغ زینسبت به زمان ن یکینامدی جاذب
این جاذب  سازیدر مدلشود. یگفته م کیسکوالاستیجاذب ترموو

زمان و  سازیمیپارامتر مدول ملا دوبا  کیسکوالاستیار ورفت ارتعاشی،
ذب کاربرد جا [16] . بونسل و همکارانشودیکنترل م سازیمیملا

لت در دو حا یخط -ایتکه ریت ستمیس کیارتعاش را در  یکینامید
 ستمیس سازیو پس از مدلند نمود یبررس ییرایوجود و عدم وجود م

رائه ا یحل خود را به صورت عدد ل،به صورت جرم، فنر و دمپر معاد
نتایج را انجام  گذاریهصح تجربی،با انجام تست  انپای در ند ونمود

 تحت عنوان دیجد یکینامیجاذب د کی [17]ونگ  و چونگ دادند.
 عمولرمغی از ند. منظورنمود سازیو مدل یطراحرا  رمعمولیجاذب غ

 یم اصلدمپر به جر هک آن یاست که به جا نای نها،بودن جاذب مدل آ
در به  کار، نیو ا شودیوصل م نیبه زم ماًیمتصل باشد، مستق ستمیس

ت به را نسب بسزاترینقش  ستمیپاسخ س ایحداقل رساندن ارتعاشات 
 .کندیم جادیروش معمول ا

 کارییندستگاه ماش کی سازیبا مدل [18] کامران و همکاران
قدام به افنر و دمپر،  ،با جرم یجه آزادگسسته پنج در ستمیس کیبه 

به کمک  یکارنیدستگاه ماش نهیبهارتعاش  یکینامیجاذب د یطراح
ی کینامید بجاذیک  [19] ماچادو و فبو .دندنمو کیژنت تمیالگور

 غیرخطی متصل به یک سیستم ارتعاشی یک درجه آزادی خطی تحت
ش مطالعه نمودند. با استفاده از رو پریودیک را خارجیتحریک 

گیری، معادلات حرکت حاکم بر سیستم را حل کردند و میانگین
 چیوگنر و هلفرنمودند.  سی سیستم را استخراجهای پاسخ فرکانمنحنی

و  داررسرگی کی ریت کیارتعاش را در  یکینامیکاربرد جاذب د [20]
لمان ابا استفاده از روش  ینوسیس یخارج یروین کیصفحه با وجود 

 قرار دادند. یورد بررسممحدود 
 یارتعاش ستمیدر س دیاز تشد یریمهم جلوگ یهااز روش یکی

 یکینامی. جاذب دباشدیارتعاش م یکینامیاستفاده از جاذب د ،یاصل
کاهش دامنه  یاست که برا یکیمکان یفرع ستمیس کیارتعاش، 

مورد استفاده قرار  یاصل یارتعاش ستمیس دیاز تشد یریارتعاشات و جلوگ
در این پژوهش یک جاذب دینامیکی غیرخطی شامل تیر یک  .ردیگیم

سرگیردار با جرم متمرکز در انتها به منظور کاهش دامنه ارتعاشات یک 
شود. پس از استخراج معادلات حرکت سازی میسیستم غیرخطی مدل

های چندگانه، معادلات غیرخطی حل به روش لاگرانژ، با روش مقیاس
مانند  یرخطیغ یکینامیجاذب د یاصل یرهاپارامت ریسپس تأثشوند. می

بر کاهش دامنه  رداریسرگ کی ریطول و جرم ت ر،یت یجرم متمرکز انتها
 نیا یهای. از نوآورردیگیقرار م یمورد بررس هیاول ستمیارتعاش س
 یرخطیغ یکینامیجاذب د ریبه در نظر گرفتن جرم ت توانیپژوهش م

( اشاره نمود. نگیداف یرخطی)فنر غ یرخطیغ هیاول ستمیس نیو همچن
مهندسان طراح را در کاهش دامنه  تواندیم قیتحق نیحاصل از ا جینتا

ارتعاش  یکینامید یهااز زلزله با استفاده از جاذب یها ناشارتعاشات سازه
 .کند یاری

و استخراج معادلات حاكم بر  یسازمدل 2 

 یرخطيغ یکينامینوسانگر و جاذب د ستميس

، فنر غیرخطی دافینگ Mسیستم ارتعاشی غیرخطی اولیه شامل جرم  

3به سفتی 
1 2k x k x  1و میرایی ویسکوز با ضریب میراییc  در

که تحت اثر نیروی هارمونیک خارجی  xجهت 

  0 cosF t F t   0قرار دارد کهF  دامنه نیروی تحریک و 

باشد. به منظور کاهش دامنه ارتعاشات سیستم فرکانس تحریک می
اصلی از جاذب دینامیکی ارتعاش غیرخطی شامل یک تیر نازک با جرم 

bm  و به طولbl  اولیه متصل شده است و یک جرم  سیستمکه به
در انتهای آن و میرایی تیر به صورت ویسکوز با ضریب  mمتمرکز 

باشد. مدل نوسانگر به همراه جاذب دینامیکی ارتعاش می 2cمیرایی 
به عنوان درجات آزادی سیستم  yو  xه است. نمایش داده شد 1در شکل 

جابجایی و  هیاول یرخطیغ یارتعاش ستمیس یطول ییجابجابه ترتیب 
 .دنباشیم عرضی تیر یک سرگیردار
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F(t) 
c1 

 

K1x+ K2x3 

 

x 

 

y 

 

lb 

 

mb 

 

 

 
m 
m 

 

M 
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 فناوری در مهندسی هوافضا علمی فصلنامة
 ( 24  پیاپی)  1402بهار  / 1 شمارة / 7دورة 

 

 ی، عباس رهینظر یمهدمحمد

 Mاز جرم  که به فاصله  dبه طول  یبا در نظر گرفتن المان
، تغییر شکل قائم یا خیز تیر به صورت قرار دارد)انتهای چپ تیر( 

 ی تابعی از فاصله 0  
b

l  و جابجایی انتهای تیرy 

 :باشد( می1به صورت رابطه )

(1)    2 3

3
3

2
b

b

y
z l

l
    

 جابجایی محوری جرم جاذب عبارت است از:

(2) 
2

0

1

2

bl dz
w d

d




 
   

  
گیری نسبت به (  و مشتق2ی )( در رابطه1ی )با جایگذاری رابطه

 زمان خواهیم داشت:

(3)  
2 2

2
2

6

0

3 6
6 3

4 5 5

bl

b

b b b

y y yy
w l d w

l l l
       

 کی ریت یاز ارتعاش عرض یناش یجنبش یانرژنظر از با صرف
 ، انرژی جنبشی سیستم ارتعاشی عبارت است از:رداریسرگ

(4) 2 21 1

2 2
bT Mx mv T   

 سرعت مطلق جرم متمرکز برابر است با: vدر رابطه بالا 

(5)  
22

v y x w   

 انرژی جنبشی تیر به عنوان جاذب دینامیکی ارتعاش برابر است با:

(6) 

2
2

0 0

2 2

2

2

1 1

2 2

1 213 3

2 770 4









  



  

     
            

 
 
 

b
b

b

b

b b

l m d z
T x d

l dt

y y xyy
d m x

b
l l

 

 کی ریت یمحور یکرنش لیپتانس یانرژ با فرض ناچیز بودن
نظر از آن، انرژی ی و صرفکینامیبه عنوان جاذب د رداریسرگ

 عبارت است از: پتانسیل سیستم ارتعاشی

(7) 2 4 2

1 2 3

1 1 1 3

2 4 2 b

EI
V k x k x y

l

 
    

 
 

 آید:بدست می (8رابطه )لاگرانژین سیستم ارتعاشی به صورت 

(8) 

2

2 2
2 2

2

2 4 2

1 2 3

2 2
2

2

1

2

1 36 12

2 25 5

1 213 3

2 770 4

1 1 3

2 4 2

  

 
    

 

 
   

 

  

b b

b

b b

L T V Mx

y y xyy
m y x

l l

y y xyy
m x

l l

EI
k x k x y

l

 

 ی لاگرانژ عبارت است از:معادله 

(9)   1

2

1, 2




  
  

 

 
 
 

i

i i

q

q

d L L x
Q i

ydt q q
 

نیروهای غیرپایستار 
1

Q  و
2

Q :برابر هستند با 

(10) 
1 0 1 2 2

,cosQ F t c x Q c y     

جنبشی و پتانسیل و نیروهای غیرپایستار در با جایگذاری انرژی 
 معادله لاگرانژ، معادلات حاکم بر سیستم ارتعاشی عبارت است از:

(11) 

 

 

 

3

1 1 2

2

2 3

2

2

0

2

36
cos

85

33 6

85

21336
0

77025

    

 
     
 

  
      

  

 
    
 

b

b

bb

b

bb b

b

bb

M m m x c x k x k x

mm
yy y F t

ll

mEI m
my c y x y

ll l

mm
y yy y

ll

 

 از حل معادلات غيرخطی حاكم با استفاده 3 

 های چندگانهاغتشاشات و روش مقياس تئوری

ه از روش استفاد ،یرخطیمتداول حل معادلات غ یهااز روش یکی
تند و کند  یهااسیروش از مق نیچندگانه است. در ا یهااسیمق

. سپس با صفر قرار شودیمستقل استفاده م یرهایمتغ یبرا یزمان
و دامنه  یرخطیدادن عبارت سکولار، دامنه ارتعاشات نوسانگر غ

معادلات حرکت  .ندیآیبدست م یرخطیغ یکینامیارتعاشات جاذب د
 باشد:به صورت زیر می غیرخطی سیستم

(12) 
    

  

  

2 3

1 1 1

2

2

2 2 2

2 2 2

2

cos

2

0

   

  

    

   

  

    

   

   

x x x x

h p yy y f t

y y g q x y

yy y y

 

با توجه به غیرخطی بودن معادلات حاکم، پارامترهای نرمالیزه 
 سیستم عبارت است از:

(13)

3

2 1 1 2
1 1 1

0

2 2
2 2 2

2 2 0 0
2 2 0

1

, ,

, ,

, , ,

, , ,

2

6 3

5 8

3 6 3
2

5 8

636 213

25 770 5

   

  

    


     

 
 
 

 
 
 

  
     

   
     

           

   

   

b b b

b

b b b b b

b b b

b b b

mb

m

mb

m

k c k

M m m M m m M m m

m Fm
h p f

l M m m l M m m M m m

cEI
g q

ml m l l

F
kl l l
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 فناوری در مهندسی هوافضاعلمی  فصلنامة
 (24  پیاپی)  1402بهار  /1 ة شمار / 7دورة 

 

 ...اش در کاهش دامنه ارتع یرخطیغ یکینامیجاذب د کی یپارامترها ریتأث یبررس

است  این بیانگر و است اغتشاشات کوچک پارامتر (،13در رابطه )

nاست. با تعریف اندک ارتعاشات دامنه که

n
T t ،

0
T t  و

1
T t های تند و کند زمانی و به ترتیب نشان دهنده مقیاس

همچنین 
0

x  و
0

y 0توابع جابجایی در مرتبه
  و

1
x  و

1
y  توابع

1جابجایی در مرتبه 
 .هستند 

(14) 
   

   

0 1 0 10 1

0 1 0 10 1

, ,

, ,

T T T T

T T T T

x x x

y y y





 

 




 

با تعریف اپراتور 
n

n

D
T





 جدید هاینسبت به مقیاس، مشتق 

 شود:می تعریف زیر صورت به زمانی

(15) 
2

2

0 1 0 0 12
, 2

d d
D D D D D

dt dt
     

اولیه و جاذب دینامیکی های طبیعی سیستم رابطه فرکانس تحریک و فرکانس

صورت غیرخطی به
1 1

     و
1 2 2

2 2     تعریف

شود که می
1

  و
2

  به ترتیب پارامترهای ویژه داخلی و خارجی

 باشد.در روش اغتشاشات می

جایگذاری  با 0 1,T Tx و  0 1,T Ty  در معادلات حرکت

 دستگاه جداسازی و با ((12رابطه )غیرخطی سیستم )

دستگاه معادلات  ،های صفر و یک توان اساس بر معادلات

 شود:زیر حاصل می

(16) 0 2 2

0 0 1 0
: 0D x x   

(17) 
        

1 2 2 3

0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0

22

0 0 0 0 0 0

: 2 2

cos

D x x D x D D x x

h p y D y h p D y f T

        

     

 

(18) 0 2 2

0 0 2 0
: 0D y y   

(19) 
   1 2 2 2

0 1 2 1 0 0 0

0 1 0 2 2 0 0

:

2 2

 

 

  

 

D y y g q D x y

D D y D y

 

( به شکل قطبی عبارت 18( و )16پاسخ هارمونیک معادله )
 است از:

(20) 
   

   

1 0 1 0

1 0 1 0

1 10

1 10

i T i T

i T i T

A T e A T e

B T e B T e

x

y

 

 





  

  

 

در رابطه بالا  1A T  و 1B T  به ترتیب مزدوج

مختلط دامنه  1A T  و 1B T باشد که همگی تابعی از می

مقیاس کند زمانی 
1

T با جایگذاری پاسخ قطبی  باشند.می

0
x  و

0
y  داریم: (19)و  (17)در معادله 

(21) 

 

 

 

   

   

1 0

1 0

1 0

1 0

2 0

0

2 2 2

10 1 1 1 1 1

11

33

1

2

1 1

22 2

12

1

2

2

2

3

2











  













 

  







 

i T

i T

i T

i T

i T

i T

A

f

D x x i A T e

i T e

A T e

A T A T e

h p B T e

e CC

 

(22) 

     
 

     
 

 

 

1 2 0

1 2 0

2 0

2 0

2 2 2

1 10 1 2 1 1

2

1 11

12

2

12 2

2

2

 

 





 





 









   

 





i T

i T

i T

i T
B

D y y g q A T B T e

g q A T B T e

i B T e

i T e CC

 

باشند. مختلط می مزدوجهای عبارت CCدر معادلات بالا، 

های دامنه 1A T  و 1B T  را به شکل قطبی زیر تعریف

 کنیم:می

(23)    
 

   
 1 1

1 1 1 1

1 1
,

2 2

 
 

i iT T
e eA T a T B T b T 

( و با مساوی صفر 22( و )21( در معادلات )23با جایگذاری رابطه )
 ( داریم:22( و )21قرار دادن عبارت سکولار معادلات )

(24) 
  2 2

2 3

1 1 1 1

2 2

2

3

8

1 1
0

2 2

 

     

 

    

  
i i

b e

i a i a a a

h p fe

 

(25) 
  22

1 2 2

2

2 2

1

4

0


   

 


    

 

i
g q abe i b b

i b

 

(، 25( و )24در رابطه ) 
1 1 1

T     و

2 2 1
2 2 T      باشد و میa،b ،   و   همگی

مشتق نسبت به مقیاس کند زمانی 
1

T  هستند. پاسخ حالت پایای

0aسیستم با جایگذاری   ،0b  ،
1

    و

1

22


    ( حاصل می25( و )24در معادلات ) شود. با

مساوی صفر قرار دادن قسمت حقیقی و موهومی معادلات در حالت 
 پاسخ پایا خواهیم داشت:



(26)  3 2 2

1 21 2 1

3 1 1
cos cos 0

8 2 2
ba a h p f         
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 فناوری در مهندسی هوافضا علمی فصلنامة
 ( 24  پیاپی)  1402بهار  / 1 شمارة / 7دورة 

 

 ی، عباس رهینظر یمهدمحمد

(27)  2 2 2

1 1 2 2 1

1 1
sin sin 0

2 2
ba h p f       

(28)   2 1
21 22

1
cos 0

4 2
g q ab b


  

 
 

 
    

(29)   2 2

1 2 22

1
sin 0

4
g q ab b      

، a ،bمجهول  4، (29)تا  (26)معادله  4با حل 
1
  و

2
 

آیند. دامنه ارتعاشات نوسانگر غیرخطی عبارت بدست می

 است از:

(30) 
 

 
22

22 1 1
2

2
21

1
4

2g q
a

 

  




 
 

  
  

رجه دجاذب دینامیکی غیرخطی از حل معادله دامنه ارتعاشات 
 آید:زیر بدست می 4

(30) 
       

  

     
  

4 2

3 23
2 2 2 2 2

3 6
1

1 2 1 2 2 1

1 2

48

0

12 2 2

16 8 2

 

      

  

    

    





  

 




  


 

g q

b Qb R

Q
h p

h p g q

 

(31) 

 

   
 

  

   
 

   

   
 

 

 

3
2 28

2 2
2

2 6 12
21

2
24

2 1 2
2

2 4 7
21

2 22
21 1 1

2
2

2 2 2
21

2

2 4
2

2304

768

64

1
2

1
2

1
2

 

 

 

 


  

  


  

  


  



  

 
 
  
    

 
 
   
    

 
         
    


  



 
 



 


 





g q

g q

g q

R
h p

h p

h p

f

h p

 

در حالت تشدید، 
1

0   و
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 گذاریارائه نتایج و صحه 4 

و جاذب ، مقادیر پارامترهای سیستم ارتعاشی اولیه 1در جدول 
 دینامیکی غیرخطی آمده است.

 پارامترهای سیستم ارتعاشی اولیه و جاذب دینامیکی غیرخطی -1جدول 
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جرم تیر یک گذاری نتایج، در حالت خاص اگر ای صحهبر

سرگیردار را برابر صفر لحاظ نموده )
b

m  ( و همچنین سفتی 0

فنر غیرخطی دافینگ را نیز صفر در نظر بگیریم )
2

k  (، نتایج 0

 [21]و معادلات بدست آمده در این حالت خاص با نتایج مرجع 

جابجایی سیستم ارتعاشی غیرخطی یکسان است. شکل زیر نمودار 

به زمان با به کار بردن جاذب دینامیکی اولیه در حالت تشدید نسبت 

غیرخطی و همچنین جابجایی جاذب دینامیکی غیرخطی نسبت به 

زمان در حالت بدون در نظر گرفتن جرم تیر یک سرگیردار و صفر 

دهد که درستی نتایج با توجه بودن سفتی فنر غیرخطی را نشان می

 شود.تأیید می [21]مرجع به 

 
 (الف)

)الف( نمودار جابجایی نوسانگر غیرخطی تشدید شده در حالت وجود جاذب  -2شکل 

گرفتن جرم تیر و صفر بودن سفتی فنر غیرخطی، )ب( نمودار جابجایی جاذب بدون در نظر 
 دینامیکی غیرخطی بدون در نظر گرفتن جرم تیر و صفر بودن سفتی فنر غیرخطی
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 ...اش در کاهش دامنه ارتع یرخطیغ یکینامیجاذب د کی یپارامترها ریتأث یبررس

 
 )ب(

)الف( نمودار جابجایی نوسانگر غیرخطی تشدید شده در حالت وجود  -2شکل 

جاذب بدون در نظر گرفتن جرم تیر و صفر بودن سفتی فنر غیرخطی، )ب( 
بدون در نظر گرفتن جرم تیر و نمودار جابجایی جاذب دینامیکی غیرخطی 

 بودن سفتی فنر غیرخطیصفر

لیه در حالت ، نمودار جابجایی سیستم ارتعاشی غیرخطی او3شکل 
تشدید نسبت به زمان را با وجود جاذب دینامیکی غیرخطی و در نظر گرفتن 
جرم تیر یک سرگیردار و همچنین نمودار جابجایی جاذب دینامیکی 

شود دهد. از این نمودارها مشاهده میغیرخطی نسبت به زمان را نشان می
کاهش عث که استفاده از جاذب دینامیکی غیرخطی به طور قابل توجه با

نتیجه  3و  2شود. از مقایسه شکل دامنه ارتعاش نوسانگر تشدید شده می
دامنه استفاده از جاذب دینامیکی غیرخطی با وجود جرم تیر، شود که می

کاهش بیشتری دارد. همچنین با در نظر گرفتن  ارتعاش نوسانگر تشدید شده
 ابد.یجرم تیر جاذب دینامیکی غیرخطی، جابجایی جاذب کاهش می

 
 )الف(

 
 )ب(

)الف( نمودار جابجایی نوسانگر غیرخطی تشدید شده در حالت وجود  -3شکل 

جاذب با در نظر گرفتن جرم تیر، )ب( جابجایی جاذب دینامیکی غیرخطی با در 
 نظر گرفتن جرم تیر

در  هیاول یرخطیغ یارتعاش ستمیس یی، نمودار جابجا4شکل 
و  یرخطیغ یکینامینسبت به زمان را با وجود جاذب د دیحالت تشد

متمرکز  یهادر جرم رداریسرگ کی ریبدون در نظر گرفتن جرم ت
نسبت  یرخطیغ یکینامیجاذب د یینمودار جابجا نیمختلف و همچن

 نی. از ادهدیمتمرکز مختلف نشان م یهابه زمان را در جرم
 کی ریت یجرم متمرکز انتها شیکه با افزا شودینمودارها مشاهده م

به طور قابل توجه  یرخطیغ یکینامیبه عنوان جاذب د رداریسرگ
 نیو همچن شودیشده م دیباعث کاهش دامنه ارتعاش نوسانگر تشد

. با شودیباعث کاهش دامنه ارتعاشات م یدر مدت زمان کوتاه
 .ابدییکاهش م زین یرخطیجرم متمرکز، دامنه جاذب غ شیاافز

 
 )الف(

 
 )ب(

)الف( نمودار جابجایی نوسانگر غیرخطی تشدید شده در حالت وجود  -4شکل 

های متمرکز مختلف، )ب( نمودار جاذب بدون در نظر گرفتن جرم تیر در جرم
 هایجرم جابجایی جاذب دینامیکی غیرخطی بدون در نظر گرفتن جرم تیر در

 مختلف متمرکز

در  هیاول یرخطیغ یارتعاش ستمیس یی، نمودار جابجا5شکل 
و  یرخطیغ یکینامینسبت به زمان را با وجود جاذب د دیحالت تشد

مختلف های طولدر  رداریسرگ کی ریبدون در نظر گرفتن جرم ت
نسبت به  یرخطیغ یکینامیجاذب د یینمودار جابجا نیو همچنتیر 

نمودارها  نی. از ادهدیم مایشن ریمختلف ت یهازمان را در طول
به عنوان جاذب  رداریسرگ کی ریکه کاهش طول ت دشویمشاهده م

باعث کاهش دامنه ارتعاش  یریبه طور چشمگ یرخطیغ یکینامید
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 ی، عباس رهینظر یمهدمحمد

در مدت زمان  نیو همچن شودیشده م دینوسانگر تشد
. با کاهش طول شودیباعث کاهش دامنه ارتعاشات م یترکوتاه

کاهش  یاطول قابل ملاحظه هب زین یرخطیدامنه جاذب غ ر،یت
 .ابدییم

 

  
 الف(                                  )

 
 )ب(

)الف( نمودار جابجایی نوسانگر غیرخطی تشدید شده در حالت وجود  -5شکل 

های مختلف تیر، )ب( نمودار جاذب بدون در نظر گرفتن جرم تیر در طول
 یهاطول جابجایی جاذب دینامیکی غیرخطی بدون در نظر گرفتن جرم تیر در

 ریمختلف ت

 

 هیاول یرخطیغ یارتعاش ستمیس یی، نمودار جابجا6شکل 
 یکینامینسبت به زمان را با وجود جاذب د دیدر حالت تشد

 نیو همچنف تیر یک سرگیردار مختل یهادر جرم یرخطیغ
نسبت به زمان را در  یرخطیغ یکینامیجاذب د یینمودار جابجا

نمودارها مشاهده  نی. از ادهدینشان م ریمختلف ت یهاجرم
به عنوان جاذب  رداریسرگ کی جرم تیر افزایش که شودیم
شده  دیباعث کاهش دامنه ارتعاش نوسانگر تشد یرخطیغ یکینامید
دامنه ارتعاشات کاهش  یدر مدت زمان کمتر نیو همچن شودیم
 .شودیکمتر م زین یرخطیدامنه جاذب غ ،افزایش جرم تیر. با ابدییم

 
 )الف(

 
 )ب(

)الف( نمودار جابجایی نوسانگر غیرخطی تشدید شده در حالت وجود -6شکل 

های مختلف تیر، )ب( نمودار جابجایی جاذب دینامیکی غیرخطی جاذب در جرم
 مختلف تیر هایجرم در

 

 یپارامترهاشود که از مشاهده می 6و  5و  4های از مقایسه شکل

ر بیشتری در ی، کاهش طول تیر، تأثیرخطیغ یکینامیجاذب د کی

خواهد داشت.  شده دیتشد یرخطینوسانگر غکاهش دامنه ارتعاشات 

همچنین در حالت کاهش طول تیر، زمان لازم برای کاهش دامنه 

 تر خواهد بود.ارتعاشات، کوتاه

کلی با افزایش سفتی فنر خطی، دامنه نوسانگر غیرخطی طوربه

سیستم اولیه ، تغییرات دامنه 7یابد. شکل تشدید شده کاهش می

های متمرکز مختلف را نشان غیرخطی بر حسب سفتی فنر در جرم

دهد. طبق این نمودار، افزایش جرم متمرکز انتهای تیر یک می

سرگیردار باعث کاهش دامنه ارتعاشات نوسانگر غیرخطی تشدید 

 شود.شده می
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نمودار تغییرات دامنه نوسانگر غیرخطی بر حسب سفتی فنر در  -7شکل 

 های متمرکز مختلفجرم
 

، تغییرات دامنه نوسانگر غیرخطی بر حسب سفتی فنر 8شکل 
های مختلف تیر یک سرگیردار به عنوان جاذب دینامیکی در جرم

شود که دهد. از این نمودار مشاهده میغیرخطی را نمایش می
 شود.سبب کاهش دامنه ارتعاشات میافزایش جرم تیر 

 
نمودار تغییرات دامنه نوسانگر غیرخطی بر حسب سفتی فنر در  -8شکل 

 های مختلف تیر یک سرگیردارجرم
 

، تغییرات دامنه سیستم اولیه غیرخطی بر حسب سفتی 9شکل 
های مختلف تیر یک سرگیردار را به عنوان جاذب فنر در طول

دهد. طبق این نمودار، کاهش طول میدینامیکی غیرخطی نشان 
 شود.تیر باعث کاهش دامنه ارتعاشات نوسانگر غیرخطی می

 
نمودار تغییرات دامنه نوسانگر غیرخطی بر حسب سفتی فنر در  -9شکل 

 های مختلف تیر یک سرگیردارطول

، تغییرات دامنه نوسانگر غیرخطی بر حسب جرم 10شکل 
مختلف تیر یک سرگیردار به عنوان های متمرکز انتهای تیر در طول

دهد. از این نمودار مشاهده جاذب دینامیکی غیرخطی را نمایش می
شود که کمترین دامنه ارتعاشات نوسانگر غیرخطی زمانی است می

که جرم متمرکز انتهای تیر بیشترین مقدار بوده و طول تیر یک 
 سرگیردار کمترین مقدار باشد.

 
تغییرات دامنه نوسانگر غیرخطی بر حسب جرم متمرکز  نمودار -10شکل 

 های مختلف تیر یک سرگیردارانتهای تیر جاذب غیرخطی در طول
 

، تغییرات دامنه نوسانگر غیرخطی بر حسب جرم 11شکل 
های مختلف تیر یک سرگیردار به عنوان جرممتمرکز انتهای تیر در 

ن نمودار مشاهده دهد. از ایجاذب دینامیکی غیرخطی را نمایش می
شود که کمترین دامنه ارتعاشات نوسانگر غیرخطی زمانی است می

که جرم متمرکز انتهای تیر و جرم تیر یک سرگیردار بیشترین مقدار 
 باشند.

 

 
نمودار تغییرات دامنه نوسانگر غیرخطی بر حسب جرم متمرکز  -11شکل

 ردارهای مختلف تیر یک سرگیانتهای تیر جاذب غیرخطی در طول

 

 تیر جرم حسب بر غیرخطی نوسانگر دامنه تغییرات ،12 شکل
 عنوان به سرگیردار یک تیر مختلف هایطول یک سرگیردار را در

 مشاهده نمودار این از. دهدمی نمایش را غیرخطی دینامیکی جاذب
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 ی، عباس رهینظر یمهدمحمد

 است زمانی غیرخطی نوسانگر ارتعاشات دامنه کمترین که شودمی
برای  .باشند مقدار کمترین تیر طول وبیشترین مقدار  تیر جرم که

 ای با چگالی بالا انتخاب شود.این منظور باید جنس تیر از ماده

 
 در تیر جرم حسب بر غیرخطی نوسانگر دامنه تغییرات نمودار -12 شکل

 غیرخطی سرگیردار جاذب یک تیر مختلف هایطول

 

 بندیجمع 5 

در این مقاله از یک جاذب دینامیکی غیرخطی برای کاهش 
شود. برای دامنه ارتعاش یک سیستم غیرخطی استفاده می

جاذب دینامیکی غیرخطی از یک تیر یک سرگیردار و یک جرم 
سازی متمرکز در انتهای آن استفاده شده است. پس از مدل

 سیستم و استخراج انرژی جنبشی و پتانسیل سیستم، معادلات
شوند. برای حل معادلات غیرخطی حاکم بر حرکت استخراج می

گردد. های چندگانه استفاده میحاکم بر حرکت، از روش مقیاس
توان نتایج زیر را مطابق نتایج حاصل از این پژوهش می

 استخراج نمود: 

برای کاهش دامنه ارتعاشات سیستم ارتعاشی اولیه بایستی جرم  -1
سرگیردار افزایش، جرم تیر یک متمرکز انتهای تیر یک 

 سرگیردار افزایش و طول تیر یک سرگیردار کاهش یابد.

جاذب  کی یپارامترهایک سرگیردار در میان  ریکاهش طول ت-2
در کاهش دامنه  قابل توجهی ریتأث ،یرخطیغ یکینامید

 . شده خواهد داشت دیتشد یرخطیارتعاشات نوسانگر غ

نوسانگر  کاهش دامنه ارتعاش یزمان لازم برا ر،یکاهش طول ت-3
 .نمودتر خواهد کوتاه را شده دیتشد یرخطیغ

نتایج حاصل از حل عددی معادلات غیرخطی حاکم نشان -4
دهد که جاذب دینامیکی غیرخطی به طور مطلوب باعث می

 شود.کاهش دامنه ارتعاشات نوسانگر تشدید شده می

دامنه نظرگرفتن جرم تیر جاذب دینامیکی غیرخطی، با در
ارتعاشات سیستم ارتعاشی اولیه در حالت تشدید، کاهش بیشتری 

 .خواهد داشت

 یريگجهينت 6 

های کربنی در این مقاله، فلاتر تیر کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله
برشی، بررسی  اول مرتبه استفاده از تئوری دارای جرم متصله، با
تئوری  از آیرودینامیکی فشار تخمین جهت شده است. همچنین

 ارتعاشات بر حاکم است. معادلات گردیده استفاده پیستون مرتبه اول
 است استخراج شده همیلتون اصل اساس بر دینامیکی سیستم این

 روش مربعات تفاضلی تعمیم یافته کمک به معادلات حل با سپس و
دینامیکی و فشار آیرودینامیکی  سیستم طبیعی فرکانس نهایت در

دست آمده است. شرایط مرزی مختلف و اثرات وقوع پدیده فلاتر ب
توزیع نانولوله کربنی بر رفتار پدیده فلاتر و اثرات ناپایداری سازه 

 بررسی شده است. نتایج زیر حاصل شده است:

با حرکت جرم متصل به تیر یکسرگیردار از ابتدای تیر به مرکز  -1
 کند.تیر، فرکانس طبیعی ارتعاشات تیر کاهش پیدا می

رکانس بی بعد با توزیع یکنواخت در کلیه شرایط مرزی با ف -2
 کند.افزایش نسبت طول به ضخامت فرکانس کاهش پیدا می

تغییرات فرکانس ویژه تیر تقویت شده با نانولوله کربنی و جرم  -3
متصله با شرایط تکیه گاهی یکسرگیردار و الگوی توزیع یکنواخت 

افزایشی، -ا الگوی کاهشیهای کربنی، در مقایسه بدر نانو لوله
 بیشترین تغییرات را دارد.

افزایشی  -پدیده فلاتر برای تیر یکسرگیردار با توزیع کاهشی -4
 باشد.نسبت به توزیع یکنواخت مطلوب تر می

برای تیر تقویت شده با نانولوله کربنی و جرم متصله با توزیع  -5
با تیر با گاهی یکسر گیردار در مقایسه یکنواخت و شرایط تکیه

یکسر ساده، فلاتر -گاهی دو سر ساده و یکسر گیردارشرایط تکیه
 زودتر رخ داده است.

با ترسیم تغییرات فرکانس ویژه تیر کامپوزیتی تقویت شده با  -6
نانولوله کربنی با توزیع یکنواخت برحسب فشار بی بعد آیرودینامیکی 

𝑉𝐶𝑁 با جرم متصله برای 
مختلف، مشخص شد که با افزایش  ∗

  𝑉𝐶𝑁
 دهد.فلاتر دیرتر رخ می∗

 منابع 7 

[1] H. Abundis-Fong, J. Enríquez-Zárate, A. 

Cabrera-Amado, and G. Silva-Navarro, 

"Optimum design of a nonlinear vibration 

absorber coupled to a resonant oscillator: A case 

study," Shock and Vibration, vol. 2018, 2018. 

[2] A. Haris, P. Alevras, M. Mohammadpour, S. 

Theodossiades, and M. O’Mahony, "Design and 

validation of a nonlinear vibration absorber to attenuate 

torsional oscillations of propulsion systems," 

Nonlinear Dynamics, vol. 100, pp. 33-49, 2020. 

[3] B. Vazquez-Gonzalez and G. Silva-Navarro, 

"Evaluation of the autoparametric pendulum 

vibration absorber for a Duffing system," Shock 

and Vibration, vol. 15, no. 3-4, pp. 355-368, 

2008. 



 
 

 

 
 

 

 

55 
 

 فناوری در مهندسی هوافضاعلمی  فصلنامة
 (24  پیاپی)  1402بهار  /1 ة شمار / 7دورة 

 

 ...اش در کاهش دامنه ارتع یرخطیغ یکینامیجاذب د کی یپارامترها ریتأث یبررس

[4] G. Silva-Navarro and H. F. Abundis-Fong, 

"Passive/active autoparametric cantilever beam 

absorber with piezoelectric actuator for a two-

story building-like structure," Journal of 

Vibration and Acoustics, vol. 137, no. 1, 2015. 

[5] Y. Chang, J. Zhou, K. Wang, and D. Xu, "A 

quasi-zero-stiffness dynamic vibration absorber," 

Journal of sound and vibration, vol. 494, p. 

115859, 2021. 

[6] Y. Liu, W. Ji, L. Xu, H. Gu, and C. Song, 

"Dynamic characteristics of quasi-zero stiffness 

vibration isolation system for coupled dynamic 

vibration absorber," Archive of Applied 

Mechanics, vol. 91, no. 9, pp. 3799-3818, 2021. 

[7] Y. Chang, J. Zhou, K. Wang, and D. Xu, 

"Theoretical and experimental investigations on 

semi-active quasi-zero-stiffness dynamic 

vibration absorber," International Journal of 

Mechanical Sciences, vol. 214, p. 106892, 2022. 

[8] T. Asami, "Optimal design of double-mass 

dynamic vibration absorbers arranged in series or 

in parallel," Journal of Vibration and Acoustics, 

vol. 139, no. 1, 2017. 

[9] N. Anh and N. X. Nguyen, "Design of non-

traditional dynamic vibration absorber for 

damped linear structures," Proceedings of the 

Institution of Mechanical Engineers, Part C: 

Journal of Mechanical Engineering Science, vol. 

228, no. 1, pp. 45-55, 2014. 

[10] C. Yang, D. Li, and L. Cheng, "Dynamic 

vibration absorbers for vibration control within a 

frequency band," Journal of Sound and Vibration, 

vol. 330, no. 8, pp. 1582-1598, 2011. 

[11]  Y.-R. Wang and T.-H. Kuo, "Effects of a 

dynamic vibration absorber on nonlinear hinged-

free beam," Journal of Engineering Mechanics, 

vol. 142, no. 4, p. 04016003, 2016. 

[12]  S. F. Ali and S. Adhikari, "Energy harvesting 

dynamic vibration absorbers," Journal of Applied 

Mechanics, vol. 80, no. 4, p. 041004, 2013. 

[13] G. Habib, T. Detroux, R. Viguié, and G. 

Kerschen, "Nonlinear generalization of Den 

Hartog׳ s equal-peak method," Mechanical 

Systems and Signal Processing, vol. 52, pp. 17-

28, 2015. 

[14]  C. Wang, "The hanging column as a dynamic 

vibration absorber," International Journal of 

Structural Stability and Dynamics, vol. 18, no. 07, 

p. 1871008, 2018. 

[15]  R. Fosdick and Y. Ketema, "A 

thermoviscoelastic dynamic vibration absorber," 

1998. 

[16]  J. Bonsel, R. Fey, and H. Nijmeijer, "Application 

of a dynamic vibration absorber to a piecewise 

linear beam system," Nonlinear Dynamics, vol. 

37, pp. 227-243, 2004. 

[17]  Y. Cheung and W. Wong, "Design of a non-

traditional dynamic vibration absorber," The 

Journal of the Acoustical Society of America, vol. 

126, no. 2, pp. 564-567, 2009. 

[18] M. A. KAMRAN, G. REZAZADEH, and S. 

GHAFFARI, "An investigation on optimal 

designing of dynamic vibration absorbers using 

genetic algorithm," Cumhuriyet Üniversitesi Fen 

Edebiyat Fakültesi Fen Bilimleri Dergisi, vol. 36, 

no. 3, pp. 765-779, 2015. 

[19]  M. Febbo and S. P. Machado, "Nonlinear 

dynamic vibration absorbers with a saturation," 

Journal of Sound and Vibration, vol. 332, no. 6, 

pp. 1465-1483, 2013. 

[20]  N. Wagner and R. Helfrich, "Dynamic vibration 

absorbers and its applications," Journal of Sound 

and Vibration, vol. 354, p. 6, 2017.

 

 

 


