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 با مقطع مستطیل تیر یک آیروالاستیک ناپایداری شود.جرم متصله تحلیل و ارائه میهای کربنی دارای در این مقاله فلاتر تیر کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله
 کننده تقویت اثرات گرفتن نظر در با و برشی اول مرتبه تئوری با تیر همچنین. است مختلف به همراه اثرات جرم متصله بررسی شده گاهیتکیه با شرایط شکل

 سیستم این ارتعاشات بر حاکم معادلات است. گردیده استفاده پیستون تئوری از آیرودینامیکی فشار تخمین رایب  در نظر گرفته شده است و کربنی نانولوله
 سیستم طبیعی فرکانس نهایت درمربعات تفاضلی تعمیم یافته  روش کمک به معادلات حل با سپس و است گردیده تعیین همیلتون اصل اساس بر دینامیکی
است. وجه تمایز  شده تیر پرداخته پایداری و فرکانس بر متصله و جرم نانولوله کربنی کننده تقویت همچنین در این مقاله، اثرات گردید.محاسبه  مذکور دینامیکی

متصله به تیر، های مختلف در راستای ضخامت( و جرم ترکیب دو اثر تقویت کننده نانولوله کربنی در تیر )با توزیعاین پژوهش با کارهای پیشین، در نظر گرفتن 
دهد فرکانس بی بعد با توزیع یکنواخت در کلیه شرایط مرزی با افزایش نسبت طول به ضخامت فرکانس کاهش پیدا . نتایج نشان میبه صورت همزمان است

و با حرکت جرم برای تیر یکسرگیردار باشد، افزایشی نسبت به توزیع یکنواخت مطلوب تر می-کند، همچنین پدیده فلاتر برای تیریکسرگیردار با توزیع کاهشیمی
 .کنداز ابتدای تیر به مرکز تیر فرکانس کاهش پیدا می

 جرم متصله ،ینانولوله كربن ،یتیكامپوز ریفلاتر، ت  های كلیدی:واژه
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In this paper, the flutter analysis of a CNT-reinforced composite beam carrying an attached mass in the supersonic flow under 
different boundary conditions is presented. The beam cross section assumed to be rectangular. Also, the analysis of the mentioned 
beam has been investigated taking into account of the first-order shear deformation theory and considering the reinforcing effects 
of carbon nanotubes. The aerodynamic Piston theory has been used to estimate the aerodynamic pressure. The equations governing 
the vibrations of this dynamic system have been determined based on the Hamilton principle. Then, by solving the equations using 
the generalized differential quadrature method, the natural frequencies of the dynamic system are calculated. Analysing the 
combined effects of CNT and attached mass on the beam, is the main feature of this research. In this work, the results have been 
compared and validated with similar studies. Then, the effects of carbon nanotube reinforcement and the effects of the attached 
mass on the frequency and stability of the beam have been investigated. The obtained results show that for uniform distribution of 
CNT the non-dimensional frequency decreases by increasing the ratio of length to thickness for all boundary conditions. 
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 یلیاسماع ی، مصطفی، حسن شکراللهیرضا معبود

 مقدمه  1 
که در کاربردهای متفاوت  های آیروالاستیسیتهیکی از پدیده

 نوعیشود، پدیده فلاتر است. فلاتر مهندسی هوافضا دیده می
روهای ناپایداری دینامیکی وسیله پرنده است که از برهم کنش نی

آید، و باعث تغییر اینرسی، آیرودینامیکی و الاستیکی به وجود می
گردد. این پدیده یک نوع ارتعاشات ناپایدار فرم دینامیکی سازه می

ز جریان خود تحریک است که در آن سازه انرژی مورد نیاز خود را ا
 .گرددرد و معمولا منجر به شکست اتفاقی سازه میگیسیال می

افتد که نیروهای آیرودینامیکی مربوط به دو فلاتر زمانی اتفاق می
ر مطالعه مود ارتعاشی با یکدیگر ترکیب شوند. موضوع مورد بررسی د

های نولولهشده با ناحاضر، بررسی فلاتر در ترکیبی از تیرهای تقویت 
 باشد.جرم متصله می کربنی و تیرهای همراه با

 کی حدود ری دضخامتبا  کربن صفحات از یکربن یهانانولوله
 .اندشده لیتشک ،باشدیم یتوخال استوانه صورت به که کربن اتم
 یط در[ 1ایجیما ] یژاپن دانشمند توسط 1991 سال در بار نیاول

 شش ساختار یدارای کربن یهالوله نانو. نمود کشف را آن یشیآزما
 چند و جداره تک صورت به که هستند کربن یهااتم وندیپ از یضلع

 درها ه توزیعات نانولولهک است ذکر به لازم .شوندیم افتی جداره
، UD ،FG-V ،FG-A ازانواع یکی صورت به ضخامت یراستا

FG-O  وFG-X کربنی  هاینانولوله . از خواص مکانیکیباشدیم
اشاره کرد. از  بالا کششی مقاومت و الاستیک مدول به توانمی

 بسیار سبک و ایماده کربن و اینکه هانانولوله بودن کربنی طرفی
 ایگسترده تحقیقات های اخیرشده در سال باشد، باعثمی پایدار

 انجام کربنی هاینانولوله تولید هایروش و کارآیی جهت بهبود
بر روی پژوهشی  2006در سال  1آنوماندلا و گیبسون .پذیرد

های کربنی با خصوصیات ماده کامپوزیت تقویت شده با نانولوله
که نتیجه این  انددادهاستفاده از یک مدل میکرو مکانیک انجام 

 استپژوهش یک مفهوم کلی برای تخمین مدول الاستیک بوده
با استفاده از شبیه  ی از کارهای تحقیقاتیدر برخهمچنین، . [2]

خصوصیات الاستیک ماده کامپوزیت سازی دینامیکی ملکولی، 
 .[5-3] ستاپلیمری تقویت شده با نانولوله کربنی تخمین زده شده

خصوصیات ارتعاشاتی  یشمتی در پژوهشحیاس و  2012در سال 
حت ت یکربن یهانانو کامپوزیت تقویت شده با نانولوله از جنس تیر

وری تیر اند. در این مطالعه تئبار حرکتی مورد مطالعه قرار داده
حاسبات دینامیکی تیر مبرنولی برای -تیموشنکو و تئوری تیر اویلر

روش حل روش المان  همچنیناست. مورد استفاده قرار گرفته
 .[6] استمحدود برای حل معادلات حرکت استفاده شده

مروری، به در یک مطالعه  2015در سال [ 7و همکاران ] لیو
شده مواد کامپوزیت تقویتدر حوزه های انجام شده بررسی پژوهش

                                                           
1. Anumandella and Gibson 
2. Hamilton 

در این مطالعه خواص ماده  .اندهای کربنی پرداختهبا نانولوله
کامپوزیت، رفتار استاتیکی، رفتار دینامیکی و رفتار ارتعاشاتی برای 

مرور کارهای  .[7] استها ارائه شدهها و پوستهاشکال تیرها، ورق
 [ یافت.9، 8توان در مراجع ]جدیدتر را می

ارتعاشات آزاد تیرهای  2017در سال  [10وانگ ]اسدی و 
کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله کربنی را بررسی کردند. معادلات 

و تئوری مرتبه اول بررشی استخراج  2حاکم بر اساس اصل همیلتون
دهد که پارامترهایی مانند کسر شده است. نتایج حاصل نشان می

های کربنی زیع نانولولهحجمی نانولوله، نسبت طول به ضخامت، تو
و عدد ماخ در مرزهای پایداری، فشار آیرودینامیکی بار بحرانی 

 دهد.حاصل از کمانش را افزایش می

بررسی ارتعاشات  به[ 11]  3حیدری و آروین 2019در سال 
آزاد خطی و غیرخطی تیرهای کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله 

ت تئوری تیر تیموشنکو با در ها بر اساس فرضیاکربنی پرداختند. آن
جابجایی غیرخطی ون کارمن و خواص -نظر گرفتن رابطه کرنش

های تقویت شده با نانولوله کربنی با استفاده از موثر مواد کامپوزیت
تاناکا و قانون مخلوط توسعه یافته، تحلیل خود را انجام -مدل موری

نواع توزیع دادند. نتایج برای بررسی اثرات کسر حجمی نانولوله، ا
های ارتعاش آزاد نانولوله کربنی و سرعت چرخش بر روی ویژگی

خطی و غیرخطی تیرهای کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله کربنی 
 ارائه شده است.

به تحلیل  2020[ در سال 12محمدی مهر و همکارانش ]
 ارتعاشات آزاد و اجباری تیر ویسکوالاستیک تقویت شده با

اد تیر نی تک جداره پرداختند. خواص موهای کربنانولوله
ده است. میکروکامپوزیت با قانون تعمیم یافته مخلوط تخمین زده ش

دهد که کمترین دامنه ارتعاش تیر میکروکامپوزیت نتایج نشان می
 دهد.رخ می FG-Oو بیشترین دامنه با توزیع  FG-Xبا توزیع 

ر این حوزه باتوجه به اهمیت پدیده فلاتر، تحقیقات فراوانی د
های [ پنل13ش ]سانگ و همکاران[. 16-13صورت گرفته است ]
های کربنی را مورد بررسی قرار دادند. آنها از تقویت شده با نانولوله

در تحلیل خود استفاده کردند. بهاراتی و  مرتبه بالا یبرش یتئور
[ تیرهای کامپوزیتی را مورد مطالعه قرار دادند. 15همکارانش ]

های [ در پژوهشی به فلاتر تیرها و ورق16موسوی و یزدی ]
کامپوزیتی پرداختند. آنها اثرات پارامترهای مختلف از جمله درصد 

ه گرفتند که با های کربنی را بررسی کردند و نتیجوزنی نانولوله
درصد وزنی( به ماتریس  4افزودن مقدار کمی نانولوله کربنی )

درصد در مقایسه با اپوکسی  33فشار بحرانی فلاتر   ،4اپوکسی
 یابد.تقویت نشده افزایش می

 سازه به ییهاسازه ریز ،کیمکان یکاربردها از یاریبس در
 متصله اجسام که ییهاورق ای ریت مسئله. شوندیم اضافه یاصل

3. Arvin 

5. Epoxy matrix 
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 مورد یکیالکترون یهاستمیس در بار نیاول، بود آنها یرو بر گسترده
 ستمیس یکل پاسخ یرو بر متصله اجسام نیا. گرفت قرار توجه

ها، ها و موشک. در موارد دیگری همچون ماهوارههستند رگذاریتاث
 به مایهواپ بال مثال عنوان به کنند. یاجرم متصله گسترده حمل می

 سوخت که شده گرفته نظر در رداریکسرگی ریت کیورق یا  صورت
 صورت به آن موتور ای و در حال تغییر گسترده جرم عنوان به مایهواپ
رتعاشات [ ا17اسماعیلی و آروین ]. باشدیم بال یرو بر متمرکز جرم

با جرم متمرکز در انتها، را غیرخطی تیرهای کامپوزیتی یکسرگیردار 
. معادلات حرکت اندبررسی کرده هارمونیکتحت تحریک نیروی 

بندی دقیق هندسی استخراج گردیده حاکم با استفاده از روش فرمول
سازی خواص مکانیکی کامپوزیتی تقویت شده به منظور مدل است.

استفاده گردیده است.  5تاناکا-های کربنی از مدل موریبا نانولوله
چندگانه استخراج  هایپاسخ فرکانسی با استفاده از روش مقیاس

به بررسی تاثیر میزان جرم متمرکز، درصد همچنین، گردیده است. 
نانولوله کربنی و نیروی هارمونیک بر پاسخ فرکانسی پرداخته شده 

 .است
ای به بررسی ارتعاشات آزاد صفحه [ در مقاله18کوپماز و تلی ]

ین مستطیلی دارای جرم گسترده پرداختند. تئوری مورد استفاده در ا
باشد و اثر جرم گسترده با مقاله برای صفحه، تئوری کلاسیک می

استفاده از ترکیب چند تابع هویساید به معادله اصلی اضافه شده 
ها این بود که فرض کردند جرم است. یکی از مهمترین فرضیات آن

متصله ممانعتی برای خمش جزء ورق که به آن متصل است ایجاد 
تواند به شکل ورق در منطقه رم متصله میکند. به بیان دیگر جنمی

[ اثرات 19] 6ریچارد و مردانپور 2014اتصال در بیاید. در سال 
 دادند. قرار بررسی قرارگیری چند موتور بر روی بال هواپیما را مورد

 هایموقعیت در را یکسان با جرم و زاویه مشخص موتور چهار آنها
 چندین دادن قرار که گرفتند نتیجه قرار دادند و بال طولی مختلف

 که زمانی خصوص به دهد؛می افزایش را فلاتر سرعت موتور
[ 20گیرند. جمشید و وحدت آزاد ] قرار در قسمت بیرونی بال موتورها

های کربنی دارای به رفتار فلاتر بال کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله
جرم متصله به شکل یک ورق مستطیلی با شرایط مرزی یک 
سرگیردار پرداختند. آنها از تئوری برشی مرتبه اول در تحلیل فلاتر 

دهد که با افزایش نسبت جرمی استفاده کردند. نتایج آنها نشان می
گیری الیاف نانولوله کربنی، مرز فلاتر بال و کاهش زاویه جهت

گیری الیاف یابد. همچنین، با زیاد شدن زاویه جهتکاهش می
 یابد.امپوزیت پاد متقارن مرز فلاتر افزایش مینانولوله کربنی در ک

های پیشین، دهد، در پژوهشهمانطور که مرور مراجع نشان می
های ترکیب دو اثر تقویت کننده نانولوله کربنی در تیر )با توزیع

مختلف در راستای ضخامت( و جرم متصله به تیر، به صورت 
 ا جزئیات کاملکه در پژوهش فعلی ب نشدههمزمان در نظر گرفته

                                                           
5. Mori-Tanaka model 

گاهی مختلف مورد بررسی قرار گرفته است. برای شرایط تکیه
پارامترهای مختلف و اثرگذار بر فرکانس ارتعاشات سازه و پدیده 

 اند.فلاتر مورد بحث و بررسی قرار گرفته

 معادلات حاكم 2 
و ضخامت  bو  Lنمایی از هندسه تیر با جرم افزوده با ابعاد  1شکل 

دهد. هوای مافوق صوت در راستای محور را نشان می hیکنواخت 
x  جریان دارد. اندازه هندسی جرم متصله باc  وd گاه و موقعیت تکیه

 مشخص شده است. 𝒙𝒎تا مرکز آن با 

 
 هندسه تیر با جرم متصله -1شکل 

 خواص مکانیکی مواد 1 .2 
های کربنی در راستای ضخامت شامل توزیع الگوهای توزیع نانولوله

-FG-X  ،FG-O ،FG، و چهار نوع توزیع هدفمند:(UD)واخت یکن

V  وFG-A  ست.اآمده  2در نظر گرفته شده است و در شکل 

 

 
 [21ها ]انواع توزیع نانولوله -2شکل 

ها برای تخمین زدن خواص مواد تقویت از قانون مخلوط
های کربنی استفاده شده است. بر اساس این روش کننده با نانولوله

 ( نوشت:1توان به صورت معادله )یانگ و مدول برشی را می مدول
 

6. Richard 
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𝐸11 الف( -1) = 𝜂1𝑉𝐶𝑁𝐸11
𝐶𝑁 + 𝑉𝑚𝐸

𝑚 

 ب( -1)
𝜂2
𝐸22

=
𝑉𝐶𝑁

𝐸22
𝐶𝑁 +

𝑉𝑚
𝐸𝑚

 

 ج( -1)
𝜂3
𝐺12

=
𝑉𝐶𝑁

𝐺12
𝐶𝑁 +

𝑉𝑚
𝐺𝑚

 

 

𝐸11(، 1در معادله )
𝐶𝑁 ،𝐸22

𝐶𝑁  مدول یانگ نانولوله کربنی در دو
نیز خواص  𝐺𝑚و  𝐸𝑚مدول برشی نانولوله کربنی، و  𝐺12راستا، 

پارامتر کارایی  𝜂𝑗(𝑗=1،2،3)باشند. به علاوه، مرتبط با ماتریس می
به ترتیب کسر حجمی  𝑉𝐶𝑁و  𝑉𝑚باشد. همچنین، نانولوله کربنی می

کند و در تبعیت می 2باشد که از رابطه ماتریس و نانولوله کربنی می
 شده است. ارائه 1جدول 

 

(2) 1 = 𝑉𝐶𝑁 + 𝑉𝑚 

چگالی جرمی و نسبت پواسون موثر مواد مدرج تابعی تقویت 
( 4( و )3های کربنی به ترتیب، به صورت معادله )شده با نانولوله

 باشند.می
 

(3) 𝜌 = 𝑉𝐶𝑁 
∗  𝜌𝐶𝑁 + 𝑉𝑚𝜌𝑚 

(4) 𝜈12 = 𝑉𝐶𝑁𝜈12
𝐶𝑁 + 𝑉𝑚𝜈

𝑚 

 [24-22های کربنی ]توابع کسر حجمی نانولوله -1جدول 

𝑉𝐶𝑁(𝑍) حالت یکنواخت = 𝑉𝐶𝑁
∗  

𝑉𝐶𝑁(𝑍) حالت کاهشی = 𝑉𝐶𝑁
∗ (1 + 2

𝑧

ℎ
) 

𝑉𝐶𝑁(𝑍) کاهشی -حالت افزایشی = 𝑉𝐶𝑁
∗ (1 − 2

|𝑧|

ℎ
) 

𝑉𝐶𝑁(𝑍) افزایشی -حالت کاهشی = 4𝑉𝐶𝑁
∗ (
|𝑧|

ℎ
) 

 
𝜌𝐶𝑁 ،𝜈12 که در آن، 

𝐶𝑁  ،𝜌𝑚  و𝜈𝑚  به ترتیب چگالی و نسبت
 پواسون برای نانولوله کربنی )تقویت کننده( و ماتریس هستند.

 سازی سازه و فشار سیالمدل 2 .2 
در این مطالعه، تئوری مرتبه اول برشی برای تیر مدرج تابعی اعمال 

 باشد:( می5شده است. میدان جابجایی تیر به صورت معادله )
 

𝑢(𝑥,𝑧,𝑡) الف( -5) = 𝑢0(𝑥,𝑡) + 𝑧∅(𝑥,𝑡) 

𝑤(𝑥,𝑧,𝑡) ب( -5) = 𝑤0(𝑥,𝑡) 

 است. zو  xها در راستای به ترتیب جابجایی wو  uکه در آن 

جابجایی به  -بر اساس تئوری مرتبه اول برشی، روابط کرنش 
 شوند:( بیان می6صورت معادله )

𝜀𝑥𝑥  الف( -6) = 
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+
1

2
(
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)2  + 𝑧 
𝜕∅

𝜕𝑥
 

𝜀𝑥𝑧 ب( -6)    =
1

2
 (
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+ ∅) 

 یا به طور خلاصه:

𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝑥𝑥
0  + 𝑧 𝜀𝑥𝑥

1  الف( -7) 

𝜀𝑥𝑥
0 = 

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+
1

2
(
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)
2

, 

𝜀𝑥𝑥
1 =

𝜕∅

𝜕𝑥
, 𝛾𝑥𝑧

0 =
1

2
 (
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+ ∅) 
 ب( -7)

 
 روابط کرنشی به صورت ماتریسی به فرم زیر قابل بیان است:

 

{
𝜀𝑥𝑥
𝛾𝑥𝑧
}   =  {

𝜀𝑥𝑥
0

𝛾𝑥𝑧
0 }   + 𝑧 {

𝜀𝑥𝑥
1

0
} (8) 

های کربنی با معادله حرکت سازه تقویت شده با نانولوله
( به دست 10( و )9استفاده از اصل همیلتون، به صورت معادله )

 آید:می
 

(9) 𝛿𝜋 = δ(𝑈 + 𝑉 − 𝐾) 
 

(10) ∫ (𝛿𝑈 + δ𝑉 − δ𝐾)𝑑𝑡

𝑡

0

= 0 

 
کار انجام شده به وسیله نیروی خارجی به صورت زیر  Vکه در آن 

 باشد:می
 

(11) 𝛿𝑉 = −∫ 𝑞(𝑥) 𝛿 𝑤0𝑑𝑥

𝑙

0

 

 باشد:انرژی کرنشی در تیر کامپوزیتی به صورت زیر می

(12) 𝛿𝑈 = ∫ ∫(𝜎𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥 + 𝜎𝑥𝑧𝛿𝜀𝑥𝑧)𝑑𝐴𝑑𝑥

 

𝐴

𝑙

0

 
 

انرژی جنبشی تیرکامپوزیتی براساس روابط انرژی به صورت زیر 
 باشد:می

 

(13) 𝛿𝐾 = ∫ ∫𝜌(𝑢̇ 𝛿 𝑢̇ + 𝑤̇ 𝛿 𝑤̇)𝑑𝐴𝑑𝑥

 

𝐴

𝑙

0

   

(14) 𝛿𝐾 = ∫ ∫ 𝜌[(𝑢̇0 +  𝑧∅̇)(𝛿𝑢̇0 +  𝑧∅̇)

ℎ
2

−ℎ
2

𝑙

0

+ 𝑤0̇ 𝛿 𝑤0̇]𝑑𝑧𝑑𝑥 
 

شوند:که در آن، جملات ممان اینرسی به شرح زیر محاسبه می
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 ... انیحت جرجرم متصله ت یدارا یشده با نانو لوله کربن تیتقو یتیکامپوز ریفلاتر ت لیتحل

{

𝐼0
𝐼1
𝐼2

} = ∫ {
1
𝑧
𝑧2
} 𝜌𝑑𝑧

ℎ
2

−ℎ
2

 (15) 

 

با اضافه کردن جرم گسترده به تیر کامپوزیتی و صرفنظر از سفتی 
 جرم متصله خواهیم داشت:

 

(16) 𝑘𝑚𝑎𝑠𝑠 =
1

2
∫𝜌𝑚 (𝑤)̇

2𝑑𝐴 

 
(17) 𝛿𝐾𝑡𝑜𝑡 = 𝛿𝐾𝑏 + 𝛿𝐾𝑚𝑎𝑠𝑠 

 

(18) 

∫ 𝛿𝐾𝑡𝑜𝑡𝑑𝑡

𝑡

0

= −∫ [𝑏∫ ∫𝜌(𝑢̈𝛿𝑢 + 𝑤̈𝛿𝑤)𝑑𝑥𝑑𝑧

ℎ
2

−ℎ
2

𝑙

0

𝑡

0

+ 𝐻∫ ∫ 𝜌̅
𝑥𝑚+

𝑐
2

𝑥𝑚−
𝑐
2

𝑦𝑚+
𝑑
2

𝑦𝑚−
𝑑
2

(𝑤̈𝛿𝑤)𝑑𝑦𝑑𝑥]𝑑𝑡 

 
[ که با تئوری 26، 25فشار آیرودینامیک است ] 𝑝∆همچنین، 

پیستون مرتبه اول در جریان خطی به دست آمده است و مطابق 
شود. لازم به ذکر است که جهت جریان در ( ارائه می19معادله )

 نیز نشان داده شده است. 1بوده که در شکل  xراستای محور 
 

(19) ∆𝑝 = − 𝜆∞ (  
𝜕𝑤

𝜕𝑥
 +

1

 𝑈∞

𝑀2 − 2

𝑀2 − 1

𝜕𝑤

𝜕𝑡
 ) 

 که در آن:

𝜆∞ = 
𝜌∞𝑈∞

2

√𝑀2 − 1
 

به ترتیب چگالی، سرعت و عدد  𝑀و  ∞𝜌∞  ،𝑈(، 19در معادله )
 ماخ در جریان آزاد هستند.

با اعمال اصل همیلتون، معادلات اویلرلاگرانژ مربوط به ضرایب 
δu0 ،δw0  و𝛿∅ :به این صورت خواهد بود 

 

(20) 𝛿𝑢0 : 
𝜕𝑁𝑥𝑥

𝜕𝑥
= 𝐼0

𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2
+ 𝐼1

𝜕2∅

𝜕𝑡2
 

(21) 
𝛿𝑤0:

𝜕

𝜕𝑥
(𝑁𝑥𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) +

𝜕∅𝑥

𝜕𝑥
+ ∆𝑝 

= 𝐼0
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝜌̅

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
𝐻(𝑥,𝑦,𝑥0,𝑦0) 

(22) 𝛿∅ ∶
𝜕𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥
− ∅𝑥 = 𝐼1

𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2
+ 𝐼2

𝜕2∅

𝜕𝑡2
 

های تنش برای تیر تقویت شده با نانولوله کربنی برای مولفه
 باشد:جملات کرنش به صورت زیر می

(23) 

𝜎𝑥 =  𝑄11(𝑧)𝜀𝑥;      𝜏𝑥𝑧 =  𝑄55(𝑧)𝛾𝑥𝑧 

 𝑄11(𝑧) =
 𝐸11(z)

1 − 𝜈12(𝑍)𝜈21(𝑍)
; 

 𝑄55(𝑧) = 𝐺12(𝑧) 

 
به شرح زیر تعیین  𝑄𝑥و  𝑁𝑥  ،𝑀𝑥همچنین، برآیندهای تنش 

 گردد:می

{

𝑁𝑥
𝑀𝑥

𝑄𝑥

}

= [

𝐴11 𝐵11 0
𝐵11 𝐷11 0
0 0 𝐴55

]

{
  
 

  
  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

𝜕∅

𝜕𝑥
 

𝐾𝑆  (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ ∅) }

  
 

  
 

 

(24) 

 
 .𝐾𝑆=6/5همچنین فاکتور تصحیح برشی برابر است با 

، 𝐴11  ،𝐴55پارامترهای سفتی خمشی، کوپلینگ و کششی به ترتیب 
𝐵11  و𝐷11 گردد:به شرح زیر محاسبه می 

 

(𝐴11,𝐵11,𝐷11) = ∫  𝑄11(

ℎ
2

−ℎ
2

1,𝑧,𝑧2) (25) 

𝐴55 = ∫  𝑄55

ℎ
2

−ℎ
2

𝑑𝑧 (26) 

 حل معادلات 3 .2 
برای تحلیل مسااااله فلاتر، روش مربعات تفاضااالی تعمیم یافته 

ست. در این روش،  شده ا ستفاده  در  f(x)ام تابع  mمشتق مرتبه ا
 برابر است با: xiنقطه 

(27) f (m)(xi) =∑C
iوj
(m)
f(xj)

N

j=1

;  i = 1…N 

 
fکه در آن،  (m)(xi)  مشتق مرتبهm  ام تابعf(x) در نقطه 

xi  وCi,j
(m)  ضرایب وزنی هستند. برای تعیین این ضرایب وزنی از
 شود:های درونیاب لاگرانژ استفاده میایچند جمله

 

(28) gj(x) = ∏
x− xk
xj − xk

N

k=1وk≠j

 ;  j = 1…N 

 که در آن:

(29) 

M(x) =∏(x − xk)

N

k=1

;  M(1)(xj)

= ∏ xj − xk

N

k=1وk≠j

 



 
 
 

 62
 

 فناوری در مهندسی هوافضا علمی فصلنامة
 (24  پیاپی)  1402بهار  / 1 شمارة / 7دورة 
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است. ضرایب وزنی مشتق  M(x)مشتق مرتبه اول  M(1)(x)که 
به صورت زیر به دست  gi(x) گیری از تابعمرتبه اول از مشتق 

 آیند:می

(30) Cij
(1)
=

{
 
 

 
   gj

(1)(xi)         j ≠ i

− ∑ Cij
(1)

N

j=1و  j≠i

 j = i
;  i,j = 1,2, … ,N 

( از رابطه زیر nضرایب وزنی مشتقات مرتبه بالاتر)مشتق مرتبه 
 محاسبه خواهد شد:

(31) 

Cij
(n)

=

{
 
 

 
   n (Cij

(1)Cii
(n−1) −

Cij
(n−1)

xi − xj
)          j ≠ i

   − ∑ Cij
(n)

N

j=1,j≠i

                              j = i

 

 

لازم به ذکر اسااات که درنهایت، میدان جابجایی به صاااورت زیر 
 شود:درنظر گرفته می

(32) 
𝑢0(𝑥,𝑡) = 𝑢0(𝑥)𝑒

𝑖𝜔𝑡 

𝑤0(𝑥,𝑡) = 𝑤0(𝑥)𝑒
𝑖𝜔𝑡 

𝜙(𝑥,𝑡) = 𝜙(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 

 

صورت  سازه به  شات  صل همیلتون، معادله خطی ارتعا با اعمال ا
 شود:( استخراج می33معادله )

{[𝐾] + [𝐶]𝑤 + [𝑀]𝑤2} = [

𝑢0𝑚
𝑤0𝑚
∅0𝑚

] (33) 

 Mماتریس دمپینگ و  Cماتریس سفتی،  K(، 33که در معادله )
 ماتریس جرمی است.

افتد که دو مود فرکانسی در فلاتر برای سازه زمانی اتفاق می
رسند که به این فشار، یک فشار آیرودینامیکی مشخص به هم می

شود. لازم به ذکر است که در این پژوهش، فشار فلاتر گفته می

𝜆بعد آیرودینامیک با رابطه فشار بی =
𝜆∞𝐿

3

𝐸𝑚ℎ3
شود. محاسبه می 

برنامه عددی در نرم افزار متلب آماده شده برای این منظور یک 
های طبیعی و فشارهای بحرانی فلاتر است که خروجی آن فرکانس

 تیر است.

 نتایج و بحث 3 

 گذاریصحه 1 .3 
در این بخش، فلاتر تیر کامپوزیتی مدرج تابعی تقویت شده با 

شود. های کربنی همراه با جرم متصله بررسی و تحلیل مینانولوله

نظور صحت سنجی و ارزیابی روش حل، نتایج با در ابتدا به م
 شود.مطالعات پیشین مقایسه می
𝜌𝑚به صورت  یخواص مکانیکی تیر کامپوزیت = 1190 kg/m3، 

𝐸𝑚 = 2.5 GPa  و𝜈 
𝑚 = در نظر گرفته شده است. خواص  0.3

 𝜈نانولوله کربنی به صورت 
𝐶𝑁 = 0.19،  𝐸11

𝐶𝑁 = 600 GPa  ،
𝐺12
𝐶𝑁 = 17.2 Gpa ،𝐸22

𝐶𝑁 = 10 Gpa  و𝜌𝐶𝑁 = 1400 kg/

m3 .در نظر گرفته شده است 
، پارامترهای موثر نانولوله کربنی برای 2همچنین در جدول 

 سه درصد حجمی مختلف ارائه شده است.

 هاها برحسب کسر حجمی نانولولهپارامتر موثر نانوکامپوزیت -2جدول 

𝜼𝟑  𝜼𝟐 𝜼𝟏 𝑽𝑪𝑵
∗  

0556/1 
7101/1 
7380/1 

0556/1 
7101/1 
7380/1 

2833/1 
3414/1 
3238/1 

12/0 
17/0 
28/0 

، فرکانس طبیعی بی بعد برای یک تیر تقویت شده 3در جدول 
𝑉𝐶𝑁= 12/0و   =10L/hهای کربنی با مشخصات با نانولوله

با سه  ∗
کاهشی در شرایط -افزایشی و افزایشی-الگوی یکنواخت، کاهشی

[ و 27مرزی مختلف با نتایج بدست آمده توسط صمدی و یاس ]
[ که بر اساس تئوری مرتبه اول برشی محاسبه 10اسدی و وانگ ]

شود. همچنین، مقایسه نتایج فشار بحرانی فلاتر شده اند، مقایسه می
 [ ارائه شده است.10نتایج اسدی و وانگ ]در مقایسه با  4در جدول 

 12/0بعد تیر نانو لوله کربنی، با بی مقایسه نتایج فرکانس طبیعی  -3جدول

=𝑉𝐶𝑁
∗ ،10 L/h= 

C-F C-C C-S S-S شرایط مرزی 

روش حاضر  2579/1 4560/1 6680/1 5227/0
UD 

- 6627/1 4537/1 2580/1 
اسدی و وانگ 

[10] 

- 6691/1 4565/1 2581/1 
یاس و 
 [27صمدی ]

روش حاضر  3845/1 5391/1 7256/1 5970/0
FG-X 

- 7165/1 5350/1 3839/1 
اسدی و وانگ 

[10] 

- 7242/1 5394/1 3859/1 
یاس و 
 [27صمدی ]

روش حاضر  0419/1 3170/1 5875/1 4042/0
FG-O 
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 ... انیحت جرجرم متصله ت یدارا یشده با نانو لوله کربن تیتقو یتیکامپوز ریفلاتر ت لیتحل

مقایسه نتایج فشار بحرانی جریان آزاد تیر نانو لوله کربنی با توزیع  -4جدول

𝑉𝐶𝑁= 12/0یکنواخت و 
∗ ،50 L/h= ،M = 2 

C-C C-S S-S شرایط مرزی 

 روش حاضر 6497/6 5118/8 2407/10

 [10اسدی و وانگ ] 7140/6 6145/8 2985/10

 مطالعه تاثیر پارامترهای مختلف 2 .3 
تاثیرات توزیع نانولوله کربنی، شرایط مرزی، در این بخش به بررسی 

 جرم متصله و درصدهای حجمی مختلف پرداخته شده است.
در گام نخست اثر توزیع نانولوله کربنی بر فرکانس بی بعد تیر تقویت 

 شود.شده بررسی می
تغییرات فرکانس بی بعد تیر تقویت شده با  ،5در جدول 

بر اساس شرایط مرزی  CNTنانولوله کربنی برای توزیعات مختلف 
دارای  FG-Xها توزیع گاهمختلف ارائه شده است. در تمامی تکیه

 باشد.دارای کمترین فرکانس می FG-Oبیشترین فرکانس و 
 

فرکانس طبیعی بی بعد تیر تقویت شده با نانولوله کربنی برای  -5جدول 

𝑉𝐶𝑁= 12/0و شرایط مرزی مختلف،  CNTتوزیعات مختلف 
∗ ،20L/h= 

C-F C-C C-S S-S 
شرایط 
 مرزی

2950/0 3739/1 0800/1 7897/0 UD 

3521/0 4999/1 2147/1 9254/0 FG-X 

2164/0 1387/1 8548/0 5918/0 FG-O 

در گام دوم به بررساای اثر شاارایط مرزی مختلف تیر تقویت شااده 
 پرداخته شده است.

اثر شرایط مرزی مختلف تیر تقویت شده به همراه  ،3در شکل 
، مربعات تفاضلی تعمیم یافتهبررسی همگرایی پاسخ با کمک روش 

شود، بعد از نشان داده شده است. همانطور که در شکل مشاهده می
شود. قابل ذکر است های بی بعد همگرا میده جمله سری، فرکانس

 باشد.له میکه نمودار با در نظر گرفتن اثر جرم متص

 
همگرایی فرکانس بی بعد تیر تقویت شده با نانولوله کربنی دارای  -3شکل

 جرم متصله

، تغییرات فرکانس طبیعی بی بعد تیر تقویت شده 4در شکل 
گاهی مختلف، برحسب طول به با نانولوله کربنی با شرایط تکیه

𝑉𝐶𝑁=12/0ضخامت و بر اساس 
و توزیع یکنواخت ترسیم شده  ∗

روند کاهشی  L/hاست. در همه شرایط مرزی، با افزایش نسبت 
 شود.فرکانس مشاهده می

 
تغییرات فرکانس طبیعی بی بعد تیر تقویت شده با نانولوله کربنی  -4شکل

 برحسب طول به ضخامت

در گام سوم، اثر جرم متصله برحسب موقعیت جرم نسبت به 
جرم متصله در شرایط تکیه گاهی مختلف و نحوه رخ مبدا و اثرات 

 شود.دادن فلاتر برای شرایط مرزی یکسرگیردار، بررسی می
، تغییرات فرکانس بی بعد تیر کامپوزیتی تقویت شده با 5شکل 

نانولوله کربنی با الگوهای توزیع مختلف، برحسب موقعیت جرم 
ه شده است. این نسبت به مبدا برای تکیه گاه یکسرگیردار نشان داد

دهد که با حرکت جرم از ابتدای تیر به مرکز آن، شکل نشان می
 کند.فرکانس بی بعد کاهش پیدا می

 

تغییرات فرکانس بی بعد تیر کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله کربنی  -5 شکل

𝑉𝐶𝑁=12/0و  =50L/hبا الگوهای توزیع مختلف 
برحسب موقعیت جرم نسبت  ∗

 گاه یکسرگیردارتکیه به مبدا برای

، تغییرات فرکانس ویژه برحسب فشار بی بعد 6در شکل 
آیرودینامیکی برای دو مود ارتعاشی اول تیر نشان داده شده است. 

های کربنی در راستای ضخامت به صورت یکنواخت توزیع نانولوله
های گیردار و ساده در دو طرف در گاهفرض شده و برای تیر تکیه

و  =50L/h. جرم افزوده در مرکز تیر با ده استنظر گرفته ش
12/0=𝑉𝐶𝑁

دهد که مود نشان می 6فرض شده است. نمودار شکل   ∗
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 یلیاسماع ی، مصطفی، حسن شکراللهیرضا معبود

رسند که این اول و دوم ارتعاشی تیر در یک نقطه خاص به هم می
 نقطه شروع فلاتر برای سازه خواهد بود.

 

و جرم متصله  ویژه تیر تقویت شده با نانولوله کربنیتغییرات فرکانس  -6شکل

گاهی برای حالت تکیهبا توزیع یکنواخت برحسب فشار بی بعد آیرودینامیک 
 یکسرساده-یکسرگیردار

، مرز فلاتر تیر کامپوزیتی تقویت شده با 7در شکل 
نانولوله کربنی با توزیع یکنواخت و جرم متصله با شرایط تکیه 

، یکسرساده ترسیم شده است. در این شکل -گاهی یکسرگیردار
تغییرات نسبت میرایی برحسب افزایش فشار بی بعد 
آیرودینامیک نشان داده شده است. هنگامی که نسبت میرایی 

 .افتداتفاق می دو مود ارتعاشی اول از هم دور شوند فلاتر

 
مرز فلاتر تیر کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله کربنی با توزیع  -7شکل 

 یکسرساده-گاهی یکسرگیردارکیهیکنواخت و جرم متصله برای حالت ت

، تغییرات فرکانس ویژه برحسب فشار بی بعد 8شکل 
دهد. آیرودینامیکی برای دو مود ارتعاشی اول تیر را نشان می

های کربنی به صورت این نمودار مربوط به توزیع نانولوله
یکنواخت در راستای ضخامت است و جرم افزوده در مرکز تیر 

𝑉𝐶𝑁=12/0و  =50L/hبا 
فرض شده است. همانطور که در  ∗

نمودار مشخص است، دو مود ارتعاشی اول و دوم در یک نقطه 
دهد. رسند که در این نقطه فلاتر برای سازه رخ میبه هم می

گاهی دو در این حالت، در قیاس با تیر با شرایط تکیه
یکسر ساده، فلاتر  -سرگیردار، دو سرساده و یکسرگیردار

 است. زودتر رخ داده

 

تغییرات فرکانس ویژه تیر تقویت شده با نانولوله کربنی و جرم  -8شکل 

برای حالت متصله با توزیع یکنواخت برحسب فشار بی بعد آیرودینامیک 
 یکسرساده -گاهی یکسرگیردارتکیه

، مرز فلاتر تیر کامپوزیتی تقویت شده با 9در شکل 
ه با شرایط تکیه نانولوله کربنی با توزیع یکنواخت و جرم متصل

گاهی یکسرگیردار ترسیم شده است. این شکل تغییرات نسبت 
دهد و میرایی برحسب فشار بی بعد آیرودینامیک را نشان می

در فشاری که نسبت میرایی دو مود اول ارتعاشی از صفر دور 
 .دهدشده اند، فلاتر رخ می

 
کربنی با توزیع  مرز فلاتر تیر کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله -9شکل 

 گاهی یکسرگیرداریکنواخت و جرم متصله با شرایط تکیه

، تغییرات فرکانس ویژه برحسب فشار بی بعد 10شکل 
با شرایط آیرودینامیکی را برای دو مود ارتعاشی اول 

دهد. این تیر با الگوی را نشان می گاهی یکسرگیردارتکیه
راستای  های کربنی درافزایشی توزیع نانولوله-کاهشی

ضخامت در نظر گرفته شده است و جرم افزوده در مرکز تیر 
𝑉𝐶𝑁=12/0و  =50L/hبا 

فرض شده است. همانطور که در  ∗
نمودار مشخص است، دو مود ارتعاشی اول و دوم در یک نقطه 

دهد. رسند که در این نقطه فلاتر برای سازه رخ میبه هم می
مرز فلاتر این تیر برای دو مود ارتعاشی اول  11در شکل 

ترسیم شده است. باتوجه به تغییرات نسبت میرایی برحسب 
دینامیک، زمانی که نسبت میرایی دو مود فشار بی بعد آیرو

 دهد.اول ارتعاشی از صفر دور شوند فلاتر رخ می
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 ... انیحت جرجرم متصله ت یدارا یشده با نانو لوله کربن تیتقو یتیکامپوز ریفلاتر ت لیتحل

 

تغییرات فرکانس ویژه تیر تقویت شده با نانولوله کربنی و جرم  -10شکل 

 افزایشی برحسب فشار بی بعد آیرودینامیک-متصله با توزیع کاهشی

 
مرز فلاتر تیر کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله کربنی با توزیع  -11شکل 

 گاهی یکسر گیردارافزایشی و جرم متصله با شرایط تکیه -کاهشی

𝑉𝐶𝑁درصدهای حجمی  در گام آخر، اثر
بر پدیده فلاتر با توزیع  ∗

 افزایشی مورد بررسی قرار گرفته است.-یکنواخت و کاهشی
، تغییرات فرکانس ویژه تیر کامپوزیتی تقویت شده 12شکل 

با نانولوله کربنی با توزیع یکنواخت را برحسب فشار بی بعد 
𝑉𝐶𝑁آیرودینامیکی با جرم متصله برای 

دهد. این مختلف نشان می ∗
𝑉𝐶𝑁 کند که با افزایش شکل مشخص می

فلاتر در فشار بیشتری  ∗
، تغییرات فرکانس ویژه تیر 13دهد. در نمودار شکل رخ می

افزایشی -کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله کربنی با توزیع کاهشی
𝑉𝐶𝑁برحسب فشار بی بعد آیرودینامیکی همراه با جرم متصله برای 

∗ 
توان ملاحظه کرد مختلف ترسیم شده است. در این شکل هم می

برای سازه که در مقایسه با توزیع یکنواخت، فلاتر در فشار بیشتری 
 دهد.رخ می

 

تغییرات فرکانس ویژه تیر کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله کربنی با  -12شکل 

𝑉𝐶𝑁توزیع یکنواخت و جرم متصله برحسب فشار بی بعد آیرودینامیکی برای 
 مختلف ∗

 
تغییرات فرکانس ویژه تیر کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله کربنی  -13شکل 

 افزایشی و جرم متصله برحسب فشار بی بعد آیرودینامیک-با توزیع کاهشی

تغییر نسبت میرایی برحسب افزایش فشار  15و  14در شکل 
-بی بعد آیرودینامیک برای دو حالت توزیع یکنواخت و کاهشی

است. با مقایسه نتایج این دو شکل، افزایشی، نشان داده شده 
شود که مرز فلاتر با توزیع یکنواخت نسبت به توزیع ملاحظه می

یابد در نتیجه فلاتر زودتر برای سازه افزایشی کاهش می -کاهشی
 دهد.رخ می

 

مرز فلاتر تیر کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله کربنی با توزیع  -14شکل 

𝑉𝐶𝑁 یکنواخت و جرم متصله برای
 مختلف ∗

 
مرز فلاتر تیر کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله کربنی با توزیع  -15شکل 

𝑉𝐶𝑁افزایشی و جرم متصله برای  -کاهشی
 مختلف  ∗

 یریگجهینت 4 
های کربنی در این مقاله، فلاتر تیر کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله

برشی، بررسی  اول مرتبه استفاده از تئوری دارای جرم متصله، با
تئوری  از آیرودینامیکی فشار تخمین جهت شده است. همچنین
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 یلیاسماع ی، مصطفی، حسن شکراللهیرضا معبود

 ارتعاشات بر حاکم است. معادلات گردیده استفاده پیستون مرتبه اول
 است استخراج شده همیلتون اصل اساس بر دینامیکی سیستم این

 روش مربعات تفاضلی تعمیم یافته کمک به معادلات حل با سپس و
دینامیکی و فشار آیرودینامیکی  سیستم طبیعی فرکانس نهایت در

وقوع پدیده فلاتر بدست آمده است. شرایط مرزی مختلف و اثرات 
توزیع نانولوله کربنی بر رفتار پدیده فلاتر و اثرات ناپایداری سازه 

 بررسی شده است. نتایج زیر حاصل شده است:
مرکز  با حرکت جرم متصل به تیر یکسرگیردار از ابتدای تیر به -1

 کند.تیر، فرکانس طبیعی ارتعاشات تیر کاهش پیدا می
فرکانس بی بعد با توزیع یکنواخت در کلیه شرایط مرزی با  -2

 کند.افزایش نسبت طول به ضخامت فرکانس کاهش پیدا می
تغییرات فرکانس ویژه تیر تقویت شده با نانولوله کربنی و جرم  -3

یکسرگیردار و الگوی توزیع یکنواخت متصله با شرایط تکیه گاهی 
افزایشی، -های کربنی، در مقایسه با الگوی کاهشیدر نانو لوله

 بیشترین تغییرات را دارد.
افزایشی -پدیده فلاتر برای تیر یکسرگیردار با توزیع کاهشی -4

 باشد.نسبت به توزیع یکنواخت مطلوب تر می
جرم متصله با توزیع برای تیر تقویت شده با نانولوله کربنی و  -5

گاهی یکسر گیردار در مقایسه با تیر با یکنواخت و شرایط تکیه
یکسر ساده، فلاتر -گاهی دو سر ساده و یکسر گیردارشرایط تکیه

 زودتر رخ داده است.
با ترسیم تغییرات فرکانس ویژه تیر کامپوزیتی تقویت شده با  -6

بی بعد آیرودینامیکی نانولوله کربنی با توزیع یکنواخت برحسب فشار 
𝑉𝐶𝑁 با جرم متصله برای 

مختلف، مشخص شد که با افزایش  ∗
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