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اعمال  یلاپلاس عموم انگیمطالعه با استفاده از معادله  نیاثرات سطح در ااست. با اثرات سطح بررسی شدهدر مطالعه حاضر خیز بزرگ نانوتیرها همراه 
ترین همچنین روش اجزاء محدود برای تحقیق در مورد رفتار مکانیکی نانوتیرهای با خیز بزرگ مورد استفاده قرارگرفته که امکان حل مسئله با کماست. شده

گاهی توان نانوتیرها با خیز کوچک تا بزرگ با شرایط بارگذاری و تکیهکند. به کمک مدل ارائه شده میزی و هندسه دلخواه را فراهم میفرضیات و با شرایط مر
 نوتیرمختلف را تحلیل کرد. در این پژوهش تاثیر پارامترهای مختلف همچون نسبت لاغری، مدول الاستیک سطح و تنش مانده سطح بر روی خیز بزرگ نا

آمده اهمیت در نظر گرفتن اثرات سطح در بررسی خیز بزرگ است. نتایج بدستای تحت بار گسترده سینوسی، بررسی شدهیکسرگیردار با سطح مقطع دایره
 . دهدنانوتیرها را نشان می
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In the present study, the large deflection of nanobeams with surface effects has been investigated. The surface effects are modeled 
by using the generalized Young–Laplace equation. The finite element method has been used to investigate the mechanical behavior 
of nanobeams. This method provides the possibility of solving the problem with the least assumptions and with the arbitrary 
boundary conditions and geometry. With the use of the proposed model, nanobeams small to large deflection with different loading 
and support conditions can be analyzed. In this study, the large deflection of circular cross-sectional nanobeams under sinusoidal 
distributed load with surface effects has been investigated. The effect of various parameters such as aspect ratio, surface elastic 
modulus and residual surface stress on the large deflection of nanobeams has been investigated. The result obtained show the 
importance of considering the surface effects in the study of large deflection of nanobeams. 
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 استبرقیسیاحسان رئ

 مقدمه  1 
با پیشرفت سریع نانوتکنولوژی، نانوساختارهایی مانند نانوتیرها، 

اند. نانوتیرها ها از اهمیت زیادی برخوردار شدهنانوصفحات و نانولوله
در  های نیروها و مبدلکمحر ،ستورهایحسگرها، ترانزنانو در
 های نیروی اتمیی، میکروسکوپکیمکاننانوالکترو یهاستمیس

زیادی در زمینه کشف  . بنابراین محققان[2, 1]انی دارند کاربرد فراو
اند. های مکانیکی ناشناخته این نانوسازه ها فعالیت کردهکارایی

کارهای تجربی متعددی در زمینه تحقیق بر روی رفتار مکانیکی این 
دهد که . نتایج تجربی نشان می[4, 3] استها انجام شدهنانوسازه
بینی دقیق رفتار های محیط پیوسته کلاسیک قادر به پیشتئوری
رو برای مدلسازی رفتار های در مقیاس نانو نیستند. از اینسازه

شده های محیط پیوسته اصلاحها از تئوریالاستیک این نانو سازه
به دلیل نسبت بالای سطح به حجم در شود. استفاده می

انوساختارها، تئوری محیط پیوسته مرسوم با در نظر گرفتن اثرات ن
سازی نانوساختارها شده، برای شبیهسطح، به عنوان مدلی اصلاح

باشد. محققان زیادی به بررسی خیز نانوتیرها با در نظر مناسب می
ها خیز کوچک نانوتیرها اند که اغلب آنگرفتن اثرات سطح پرداخته

 .اندرا بررسی کرده
گو و ژائو یک مدل نظری برای تحلیل خیز نانوتیرها با در نظر 

اند و با استفاده از گرفتن تعادل لایه سطحی و تنش سطح ارائه داده
اند بینی کردهآن خواص خمش الاستیک وابسته به اندازه را پیش

ها اثرات ی نانوسیمهی و لیلی در تحلیل رفتار خمش ایستا .[5]
سطح را در قالب تنش سطح و الاستیسیته سطح، با ترکیب تئوری 

در . [6]اند لاپلاس اعمال کرده-برنولی با معادله یانگ -تیر اویلر
این تحقیق برای بررسی وابستگی مدول یانگ کلی به اثرات سطح، 

، ساده و گاهی یکسردرگیرپاسخ صریحی برای سه حالت تکیه
است که تطابق خوبی با نتایج تجربی خیز دوسردرگیر ارائه شده

جیانگ و یان با  است.های سرب و نقره داشتهکوچک نانوسیم
استفاده از یک مدل تیر تیموشنکوی جامع، اثرات سطح بر رفتار 

. با در نظر [7] اندها را بررسی کردهالاستیک خمش ایستای نانوسیم
گرفتن همزمان تنش مانده)اولیه( سطح، الاستیسیته سطح و 

گاهی مختلف تغییرشکل برشی، حل صریحی را برای شرایط تکیه
اند که تطابق خوبی با بر حسب سفتی و مدول یانگ مؤثر ارائه داده

های سرب و نقره داشته است. نتایج تجربی خیز کوچک نانوسیم
بررسی رفتار خمشی و ارتعاش آزاد تیر همراه کثیراجان و همکاران به 
 . [8]با اثرات سطح پرداختند 

با اثرات ژائو و لیو مسئله تغییر شکل خمشی نانوتیرها را همراه 
. یائو و چن [9] سطح با استفاده از معادله یانگ لاپلاس حل کردند

نانو خمش نانو تیرها و زو و لی کمانش [11]و هی و یان   [10]
 را همراه با اثرات سطح بررسی کردند. [12]تیرها 

اغلب محققان خیزهای کوچک نانوتیرها را با در نظر گرفتن 
این در حالی است که به نظر  .[7-5]اند اثرات سطح بررسی کرده

ها خیزهای بزرگ را تحمل رسد در برخی کاربردها، نانوتیرمی
های . در تیرهایی که در سیستم[16-13] کنندمی

شوند بعضی ستفاده میمیکروالکترومکانیکال و نانوالکترومکانیکال ا
اوقات با تغییر شکل با دامنه بزرگ مواجه هستیم که عامل غیرخطی 

شود که نتایج شدن هندسی مسئله است. این موضوع باعث می
 .[18, 17] ارتعاشی و استاتیکی به صورت قابل توجه تغییر کند

های انجام شده، اولین کار در تحلیل استاتیکی بنابر بررسی
-ها با اثرات سطح توسط زنگ و ژنگ انجام شدهخیز بزرگ نانوتیر

ها تنها با در نظر گرفتن خواص مادی متفاوت برای . آن[19]است 
اند. در سطح و حجم، یک تئوری خیز بزرگ برای نانوتیرها ارائه داده

این روش از کنش و واکنش بین سطح و حجم و تنش اولیه در 
ها روش حل تحلیلی برای است. آنسطح و حجم صرف نظر شده

ها، هی اند. بعد از آنکرده را ارائهدو تیر یکسردرگیر و دوسر درگیر 
بندی اجزاء محدودی و لیلی با ترکیب کردن تنش سطح با فرمول

مختصات مطلق گرهی، مدلی برای تحلیل خمش الاستیک 
بندی فرمول. [20]اند ها در تغییرشکل بزرگ ارائه دادهنانوسیم

مختصات مطلق گرهی روشی عددی خاصی برای مدلسازی خمش 
 باشد. اثرات سطح در این روش با معادلهها در خیز بزرگ میسازه
اند. تغییرشکل تیر بر پایه لاپلاس عمومی در نظر گرفته شده -یانگ

برنولی در نظر گرفته شده است. لیو و همکاران  -تئوری تیر اویلر
ت بررسی تغییرمکان بزرگ خمش ایستای یک روش حل عددی جه

نانوسیم با اثرات سطح با استفاده از یک برنامه کامپیوتری بر اساس 
. اثرات سطح در این روش با معادله [21]اند روش پرتاب ارائه داده

است. ساپساتیارن و راجاپاکسه لاپلاس عمومی اعمال شده-یانگ
اند نیز مدلی برای تحلیل استاتیکی خیز بزرگ نانوتیرها ارائه داده

ها اثرات انرژی سطح با تئوری محیط پیوسته آن. در مدل [22]
است. تغییرشکل تیر بر پایه مرداک  در نظر گرفته شده -گورتین

است. برای حل معادلات برنولی در نظر گرفته شده -تئوری تیر اویلر
 است.از الگوریتم عددی تطبیق عمومی استفاده شده

ا همراه سو و همکاران خمش استاتیکی نانو تیر مدرج تابعی ر
ها نانو با اثرات سطح تحت نیروی متمرکز خارجی بررسی کردند. آن

تیر را به صورت یک تیر مرکب از سطح و حجم در نظر گرفتند و 
 برای اعمال اثرات سطح از معادله یانگ لاپلاس استفاده کردند

. لین و همکاران تحلیل کمانش و رفتار ارتعاشی نانوتیر همراه [23]
ها از روش ریتز برای بدست آوردن با اثرات سطح را انجام دادند. آن

معادلات کمانش و ارتعاشی نانوتیر استفاده کردند و تاثیرات در نظر 
پور و برادران، مدلی . تقی[24]گرفتن اثرات سطح را بررسی کردند 

ها بر اساس یک تئوری غیرمحلی برای تحلیل خیز بزرگ نانوسیم
بندی وردشی ارائه دادند و معادلات حاکم بر مسئله را با روش فرمول
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. رئیسی و برادران، ارتعاش آزاد با دامنه بزرگ [14]استخراج کردند 
رد بررسی قرار شده را مونانوتیرها بر پایه تئوری تنش کوپل اصلاح

بعد، ها برای این منظور تاثیر پارامتر مقیاس طول بی. آن[15]دادند 
گاهی مختلف بر روی ضریب لاغری، دامنه ارتعاشی و شرایط تکیه

ها خمش نسبت فرکانس غیرخطی را بررسی کردند. همچنین آن
های بزرگ بر پایه تئوری تنش کوپل نانوتیرها همراه با جابجایی

را با استفاده از روش اجزاء محدود مورد تحلیل و بررسی  شدهاصلاح
 .[16]قرار دادند 

طور که در بالا اشاره شد تحقیقات کمی به بررسی رفتار همان
مکانیکی نانوتیرها همراه با اثرات سطح با فرض خیز بزرگ و با 

اند، از این رو در مطالعه استفاده از تئوری تیر تیموشنکو پرداخته
اولین بار خیز بزرگ نانوتیرها به همراه اثرات سطح به  حاضر برای

در تحقیق پیش رو  روش اجزاء محدود مورد مطالعه قرارگرفته است.
در تحلیل خمش نانوتیر از تئوری تیر تیموشنکو و با حداقل فرضیات 
سینماتیکی برای مدل کردن نانوتیر استفاده شده که تغییر شکل 

همچنین جابجایی محوری نانوتیر نیز دهد. برشی را مد نظر قرارمی
های کوچک مقیاس، است. به دلیل پیچیدگی سازهدر نظر گرفته شده

روش اجزاء محدود به عنوان یک روش عددی قدرتمند برای تحقیق 
هایی مورد استفاده قرار در مورد رفتار مکانیکی چنین سازه

با است. این روش امکان حل مسئله با کمترین فرضیات و گرفته
کند. با این مدل تحلیل شرایط مرزی و هندسه دلخواه را فراهم می

 .گرددپذیر میهای کاملاً بزرگ امکاناستاتیکی نانو تیر با جابجایی
بدین منظور، در ابتدا مدل خیز بزرگ نانوتیرها همراه با اثرات 
سطح معرفی شده است. این مدل بر پایه تئوری تیر تیموشنکو و 

است. در ادامه زاء محدود کاملا لاگرانژی بنا شدهفرمولاسیون اج
نتایج عددی مختلف آورده شده و در مورد آن ها بحث شده است. 
صحت و دقت نتایج عددی بدست آمده با نتایج حل صریح نانوتیر 

است. در مورد بررسی قرار گرفته [7]یکسرگیردار جیانگ و یان 
سطح مورد بررسی قرار نهایت خیز بزرگ نانوتیرها همراه با اثرات 

است. در ابتدا تاثیر در نظر گرفتن اثرات سطح نسبت به حالت گرفته
تئوری کلاسیک تیر تیموشنکو بر روی خیز بزرگ نانوتیرها بررسی 

است. در ادامه تاثیر مقادیر متفاوت مدول الاستیک سطح بر شده
یر است. در نهایت تاثیر مقادروی خیز بزرگ نانوتیرها، بررسی شده

مختلف تنش مانده سطح بر روی خیز بزرگ و شیب نانوتیرها بررسی 
است. مدل اجزاء محدود ارائه شده برای تحلیل خیز بزرگ شده

های یکنواخت و غیریکنواخت تحت های با سطح مقطعنانوتیر
باشد در نتیجه ها و شرایط مرزی دلخواه قابل استفاده میبارگذاری

ای تحت بار دار با سطح مقطع دایرهیکسرگیر خیز بزرگ نانوتیر
 .است گسترده سینوسی به عنوان نمونه بررسی شده

همراه  موشنکویت ریبزرگ ت زیخ سازيمدل 2 

 با اثرات سطح
جابجایی براساس تئوری تیر تیموشنکو و با توجه  میدان ترینکلی

 :(، به صورت زیر است1به شکل)

(1) 

𝑢(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑢0(𝑋) − 𝑌 𝑠𝑖𝑛(𝜑(𝑋)) 

𝑣(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑣0(𝑋) − 𝑌[1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜑(𝑋))] 

𝑤(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 0 

های مرکز سطح مقطع در جابجایی ترتیببه  𝑣0و  𝑢0که 
به ترتیب چرخش سطح مقطع و شیب  𝜃 و 𝜑 ، و 𝑌 و 𝑋 هایجهت

محور تیر هستند. بر اساس تئوری تیر تیموشنکو، کرنش برشی 
𝛾در یک سطح مقطع  اصلی یا کامل  = 𝜃 − 𝜑 باشدمی.  

 
 تغییرشکل تیر بر اساس تئوری تیر تیموشنکو -1شکل 

های کرنش بر اساس رابطه کرنش صفرهای غیر مؤلفه
 .[25]لاگرانژ به شکل زیر هستند گرین

(2) 

𝐸𝑋𝑋 =
𝜕𝑢

𝜕𝑋
+

1

2
[(

𝜕𝑢

𝜕𝑋
)

2

+ (
𝜕𝑣

𝜕𝑋
)

2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑋
)

2

]

= (𝑢0
′ − 𝑌𝜅 𝑐𝑜𝑠 𝜑)

+
1

2
[(𝑢0

′ − 𝑌𝜅 𝑐𝑜𝑠 𝜑)2

+ (𝑣0
′ − 𝑌𝜅 𝑠𝑖𝑛 𝜑)2] 

(3) 

𝐸𝑋𝑌 = 𝐸𝑌𝑋 =
1

2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑌
+

𝜕𝑣

𝜕𝑋
)

+
1

2
[(

𝜕𝑢

𝜕𝑋

𝜕𝑢

𝜕𝑌
) + (

𝜕𝑣

𝜕𝑋

𝜕𝑣

𝜕𝑌
)

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑋

𝜕𝑤

𝜕𝑌
)]

=
1

2
[−(1 + 𝑢0

′ ) 𝑠𝑖𝑛 𝜑

+ 𝑣0
′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑] 

را نشان  𝑋( مشتق نسبت به3( و )2) روابطکه پرایم در 
 𝜑و به صورت مشتق   𝜅𝜃ی انحنایی هم مرتبه انحنا 𝜅دهد و می
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( تعریف 4به صورت رابطه ) 𝑋)زاویه چرخش سطح مقطع(  نسبت به
 .استشده

(4) 𝜅 = 𝜑′ 

شود که ، نشان داده می[26]سازی سازگار خطی بنابر تکنیک
های کوچک برای المان خطی در روش اجزاء با فرض کرنش

( قابل جایگزین کردن 5رت رابطه )محدود، کرنش محوری با عبا
 است.

(5) 𝐸𝑋𝑋 = (1 + 𝑢0
′ ) 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑣′0 𝑠𝑖𝑛 𝜑 − 𝑌 𝜅

− 1 

را  براساس کرنش محوری  𝐸𝑋𝑌و  𝐸𝑋𝑋دو کرنش غیر صفر 
𝑒 انحنای ،𝜅 و برش اصلی 𝛾 ( بیان می 7( و )6به شکل روابط )

 شوند.

(6) 𝐸𝑋𝑋 = 𝑒 − 𝑌 𝜅 

(7) 2𝐸𝑋𝑌 = 𝛾  

 ( داریم:7( و )6که در روابط )

(8) 𝑒 = (1 + 𝑢0
′ ) 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑣′0 𝑠𝑖𝑛 𝜑 − 1 

(9) 𝛾 = −(1 + 𝑢0
′ ) 𝑠𝑖𝑛 𝜑 + 𝑣′

0 𝑐𝑜𝑠 𝜑 

𝑁، 𝑉و 𝑀  نیروهای داخلی تیر، به ترتیب، نیروی محوری، نیروی
 اند:ف شدهباشند که به شکل زیر تعریبرش عرضی و گشتاور می

(10) 𝑁 = ∫ 𝑆𝑋𝑋 𝑑𝐴
 

𝐴0

 

(11) 𝑉 = ∫ 𝑆𝑋𝑌 𝑑𝐴
 

𝐴0

 

(12) 𝑀 = −∫ 𝑌𝑆𝑋𝑋 𝑑𝐴
 

𝐴0

 

 𝑆𝑋𝑌و 𝑆𝑋𝑋 فاصله از تار خنثای تیر است. 𝑌 در روابط بالا
و برشی تیر تیموشنکو کیرشهف عمودی -های دوم پیولاتنش

و  ℎ براساس بردار کرنش عمومی 𝑧 رآیند تنشهستند. رابطه بردار ب
 است:به شکل زیر بیان شده 𝐶 ماتریس سفتی

(13) 𝑧 = 𝐶 ℎ  

 که داریم:

(14) [
𝑁
𝑉
𝑀

] = [

𝐸𝐴0 0 0
0 𝐺𝐾𝑠𝐴0 0
0 0 𝐸𝐼0

] [
𝑒
𝛾
𝜅
] 

های الاستیسیته و مدول 𝐺 و 𝐸 در معادله فوق به ترتیب،
مساحت و گشتاور لختی  𝐼0و  𝐴0یب تصحیح برشی و ضر 𝐾𝑠برشی،

 سطح مقطع حول تار خنثای تیر هستند.
بندی اجزاء محدودی کاملاً در مطالعه حاضر از فرمول

بندی، یک المان دو است. در این نوع فرموللاگرانژی استفاده شده
است. هر گره دارای پنج گرهی برای تیر مستقیم در نظر گرفته شده

درجه آزادی است. درنتیجه، یک المان دوگرهی دارای ده درجه 
باشد. این ده درجه آزادی المان در بردار جابجایی گرهی آزادی می

 اند:به شکل زیر جمع شده

(15) 𝒖 = [𝒖𝟏 𝒗𝟏     𝒗′𝟏 𝝋𝟏     𝝋
′
𝟏

𝒖𝟐 𝒗𝟐    𝒗′𝟐 𝝋𝟐 𝝋′𝟐]
𝑻 

درجات آزادی  𝜑′2و 𝑢1،𝑣1،𝑣′1،𝜑1،𝜑′1،𝑢2،𝑣2،𝑣′2،𝜑2که 
های اول و دوم المان هستند. اولین وردش انرژی داخلی در گره

 است:های گرهی به صورت زیر نوشته شدهنسبت به جابجایی

(16) 

𝛿𝑈 = ∫ (𝑁 𝛿𝑒 + 𝑉 𝛿𝛾 + 𝑀 𝛿𝜅)
𝐿0

𝑑𝑋

= ∫ 𝑧𝑇 𝛿ℎ
𝐿0

𝑑𝑋

= ∫ 𝑧𝑇 𝐵
𝐿0

𝑑𝑋 𝛿𝑢

= 𝑝𝑇𝛿𝑢 

 که

(17) 𝛿ℎ = 𝐵𝛿𝑢  

 𝜑(𝑋) و 𝑣0(𝑋)بر حسب توابع شکل لاگرانژی و 𝑢0(𝑋)با نوشتن
و مشتق  𝑢بردار جابجایی هایمؤلفهبر حسب توابع شکل هرمیت و 

 𝐵گرهی، ماتریس هاینسبت به جابجایی 𝜅و  𝑒،𝛾گیری جزئی از 
 آید.به صورت زیر بدست می

(18) 𝐵 =
1

𝐿0

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− 𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑠𝑖𝑛 𝜑 0

2𝜙̂1
′ 𝑠𝑖𝑛 𝜑 2𝜙̂1

′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑 0

2𝜙̂2
′ 𝑠𝑖𝑛 𝜑 2𝜙̂2

′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑 0

𝐿0𝜙̂1𝛾 −𝐿0𝜙̂1(1 + 𝑒) 2𝜙̂1
′

𝐿0𝜙̂2𝛾 −𝐿0𝜙̂2(1 + 𝑒) 2𝜙̂2
′

𝑐𝑜𝑠 𝜑 −𝑠𝑖𝑛 𝜑 0

2𝜙̂3
′ 𝑠𝑖𝑛 𝜑 2𝜙̂3

′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑 0

2𝜙̂4
′ 𝑠𝑖𝑛 𝜑 2𝜙̂4

′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑 0

𝐿0𝜙̂3𝛾 −𝐿0𝜙̂3(1 + 𝑒) 2𝜙̂3
′

𝐿0𝜙̂4𝛾 −𝐿0𝜙̂4(1 + 𝑒) 2𝜙̂4
′ ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑇

 

𝜙̂𝑖( 19ها در رابطه بالا توابع شکل هرمیت هستند که در رابطه )
 اند.آورده شده

(19) 

𝜙̂1 = 1 −
3

4
(1 + 𝜉)2 +

1

4
(1 + 𝜉)3 

𝜙̂2 = −
𝐿0

2
(1 + 𝜉) [1 −

1

2
(1 + 𝜉)]

2

 

𝜙̂3 =
3

4
(1 + 𝜉)2 −

1

4
(1 + 𝜉)3 

𝜙̂4 = −
𝐿0

2
(1 + 𝜉) [

1

4
(1 + 𝜉)2

−
1

2
(1 + 𝜉)] 
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 رفتن اثرات سطحگت بار گسترده با در نظر تح رهیبا سطح مقطع دا یرهایبزرگ نانوت زیخ لیتحل

 است:زیر تعریف شده به صورت 𝑝 نیروی داخلیبردار 

(20) 𝑝 = ∫ 𝐵𝑇  𝑧 
𝐿0

𝑑𝑋 

را با گرفتن اولین وردش از بردار  𝐾 ماتریس سفتی مماسی
 .[26]است شده به صورت زیر  نوشته 𝑝نیروی داخلی

(21) 
𝛿𝑝 = ∫ (𝐵𝑇  𝛿𝑧 + 𝛿𝐵𝑇  𝑧)

𝐿0

𝑑𝑋

= (𝐾𝑀 + 𝐾𝐺) 𝛿𝑢
= 𝐾 𝛿𝑢 

( و با گرفتن اولین وردش از 16( و )13استفاده از روابط )با 
ت که محاسبه شده اس 𝐾، اعضای ماتریس 𝐵 و ماتریس 𝑧 بردار

 باشد.می 𝐾𝐺و سفتی هندسی  𝐾𝑀حاصل جمع سفتی مادی
 عبارتست از: 𝐾𝑀ماتریس سفتی مادی 

(22) 𝐾𝑀 = ∫ 𝐵𝑇𝐶 𝐵
𝐿0

𝑑𝑋 = 𝐾𝑀
𝑎 + 𝐾𝑀

𝑏 + 𝐾𝑀
𝑠  

𝐾𝑀که 
𝑎 ( آورده 23مادی محوری می باشد که در رابطه ) سفتی

 است.شده

(23) 𝐾𝑀
𝑎 =

𝐸𝐴0

2𝐿0

[
𝐴11 𝐴12

𝐴22 𝐴21
] 

𝐴𝑖𝑗 ( است.24( به صورت رابطه )23در رابطه )

(24) 𝐴𝑖𝑗 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (−1)𝑗+12𝑐𝑚

2 (−1)𝑗+13𝑐𝑚𝑠𝑚 (−1)𝑖
1

2
𝐿0𝑐𝑚𝑠𝑚

(−1)𝑗+13𝑐𝑚𝑠𝑚 (−1)𝑗+1
9

2
𝑠𝑚

2 (−1)𝑖
3

4
𝐿0𝑠𝑚

2

(−1)𝑖+𝑗+1
1

2
𝐿0𝑐𝑚𝑠𝑚 (−1)𝑖+𝑗+1

3

4
𝐿0𝑠𝑚

2
1

8
𝐿0
2𝑠𝑚

2

(−1)𝑖𝐿0𝛾𝑚𝑐𝑚 (−1)𝑗+1
1

4
𝐿0
2𝛾𝑚𝑐𝑚

(−1)𝑖
3

2
𝐿0𝛾𝑚𝑠𝑚 (−1)𝑗+1

3

8
𝐿0
2𝛾𝑚𝑠𝑚

1

4
𝐿0
2𝛾𝑚𝑠𝑚   (−1)𝑖+𝑗+1

1

16
𝐿0
3𝛾𝑚𝑠𝑚

(−1)𝑖+𝑗+1𝐿0𝛾𝑚𝑐𝑚 (−1)𝑖+𝑗+1
3

2
𝐿0𝛾𝑚𝑠𝑚

1

4
𝐿0
2𝛾𝑚𝑠𝑚

(−1)𝑗+1
1

4
𝐿0
2𝛾𝑚𝑐𝑚 (−1)𝑗+1

3

8
𝐿0
2𝛾𝑚𝑠𝑚 (−1)𝑖

1

16
𝐿0
3𝛾𝑚𝑠𝑚

1

2
𝐿0
2𝛾𝑚

2 (−1)𝑖+𝑗+1
1

8
𝐿0
3𝛾𝑚

2

(−1)𝑖
1

8
𝐿0
3𝛾𝑚

2 (−1)𝑗+1
1

32
𝐿0
4𝛾𝑚

2
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝐾𝑀همچنین 
𝑏 ( 25مادی خمشی بوده که در رابطه ) سفتی

 است.دهآورده ش

(25) 𝐾𝑀
𝑏 =

𝐸𝐼0
𝐿0

[
𝐵11 𝐵12

𝐵22 𝐵21
] 

 ( داریم:25که در رابطه )

(26) 𝐵𝑖𝑗 =

[
 
 
 
 
 
 
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0                   0
0                   0
0                   0

0 0 0
0 0 0

(−1)𝑗+1
9

4
(−1)𝑖

3

8
𝐿0

(−1)𝑖+𝑗+1
3

8
𝐿0

1

16
𝐿0
2

]
 
 
 
 
 
 

 

𝐾𝑀
𝑠 است.سفتی مادی برشی است که در ادامه آورده شده 

(27) 𝐾𝑀
𝑠 =

𝐺𝐴0

2𝐿0

[
𝑆11 𝑆12

𝑆22 𝑆21
] 

𝑆𝑖𝑗 ( تعریف شده28در رابطه بالا، در رابطه ).است
 

(28) 𝑆𝑖𝑗 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (−1)𝑗+12𝑠𝑚

2 (−1)𝑗3𝑐𝑚𝑠𝑚 (−1)𝑖+1
1

2
𝐿0𝑐𝑚𝑠𝑚

(−1)𝑗3𝑐𝑚𝑠𝑚 (−1)𝑗+1
9

2
𝑐𝑚

2 (−1)𝑖
3

4
𝐿0𝑐𝑚

2

(−1)𝑖+𝑗
1

2
𝐿0𝑐𝑚𝑠𝑚 (−1)𝑖+𝑗+1

3

4
𝐿0𝑐𝑚

2
1

8
𝐿0
2𝑐𝑚

2

(−1)𝑖𝐿0𝑎1𝑠𝑚 (−1)𝑗+1
1

4
𝐿0
2𝑎1𝑠𝑚

(−1)𝑖+1
3

2
𝐿0𝑎1𝑐𝑚 (−1)𝑗

3

8
𝐿0
2𝑎1𝑐𝑚

−
1

4
𝐿0
2𝑎1𝑐𝑚   (−1)𝑖+𝑗

1

16
𝐿0
3𝑎1𝑐𝑚

(−1)𝑖+𝑗+1𝐿0𝑎1𝑠𝑚 (−1)𝑖+𝑗
3

2
𝐿0𝑎1𝑐𝑚 −

1

4
𝐿0
2𝑎1𝑐𝑚

(−1)𝑗+1
1

4
𝐿0
2𝑎1𝑠𝑚 (−1)𝑗

3

8
𝐿0
2𝑎1𝑐𝑚 (−1)𝑖+1

1

16
𝐿0
3𝑎1𝑐𝑚

1

2
𝐿0
2𝑎1

2 (−1)𝑖+𝑗+1
1

8
𝐿0
3𝑎1

2

(−1)𝑖
1

8
𝐿0
3𝑎1

2 (−1)𝑗+1
1

32
𝐿0
4𝑎1

2
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 همچنین پارامترهای تعریف شده در روابط بالا به صورت زیر هستند:

(29) 𝑠𝑚 = 𝑠𝑖𝑛 [
𝜑1 + 𝜑2

2
+

𝐿0(𝜑2
′ − 𝜑1

′ )

8
] 

(30) 𝑐𝑚 = 𝑐𝑜𝑠 [
𝜑1 + 𝜑2

2
+

𝐿0(𝜑2
′ − 𝜑1

′ )

8
]
 

(31) 

𝛾𝑚 = −(1 +
𝑢2 − 𝑢1

𝐿0
) 𝑠𝑚  

+ (
3

2𝐿0

(𝑣2 − 𝑣1)

−
1

4
(𝑣2

′ − 𝑣1
′)) 𝑐𝑚 
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(32) 

𝑒𝑚 = (1 +
𝑢2 − 𝑢1

𝐿0
) 𝑐𝑚

+ (
3

2𝐿0

(𝑣2 − 𝑣1)

−
1

4
(𝑣2

′ − 𝑣1
′)) 𝑠𝑚 − 1 

(33) 𝑎1 = 1 + 𝑒𝑚 

 عبارتست از: 𝐾𝐺ماتریس سفتی هندسی 

(34) 𝐾𝐺 = ∫ 𝛿𝐵𝑇𝑧
𝐿0

𝑑𝑋 = 𝐾𝐺𝑁 + 𝐾𝐺𝑉 + 𝐾𝐺𝑀 

های هندسی محوری، به ترتیب سفتی 𝐾𝐺𝑀و  𝐾𝐺𝑁،𝐾𝐺𝑉  که
صفر هستند و  𝐾𝐺𝑀های باشند. تمام درایهبرشی و خمشی  می

 است.ه( آورده شد35در رابطه ) 𝐾𝐺𝑁ماتریس 

(35) 𝐾𝐺𝑁 =
𝑁𝑚

2
[
𝑁11 𝑁12

𝑁22 𝑁21
] 

𝑁𝑖𝑗 ( تعریف شده36(، در رابطه )35در رابطه ).است
 

(36) 𝑁𝑖𝑗 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0                            0                         0
0                            0                         0
0                            0                         0

(−1)𝑖+1𝑠𝑚     (−1)𝑗
1

4
𝐿0𝑠𝑚

(−1)𝑖
3

2
𝑐𝑚      (−1)𝑗+1

3

8
𝐿0𝑐𝑚

1

4
𝐿0𝑐𝑚   (−1)𝑖+𝑗+1

1

16
𝐿0
2𝑐𝑚

(−1)𝑖+𝑗𝑠𝑚 (−1)𝑖+𝑗+1
3

2
𝑐𝑚

1

4
𝐿0𝑐𝑚

(−1)𝑗
1

4
𝐿0𝑠𝑚 (−1)𝑗+1

3

8
𝐿0𝑐𝑚 (−1)𝑖

1

16
𝐿0
2𝑐𝑚

−
1

2
𝐿0𝑎1 (−1)𝑖+𝑗

1

8
𝐿0
2𝑎1

(−1)𝑖+1
1

8
𝐿0
2𝑎1 (−1)𝑗

1

32
𝐿0
3𝑎1 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 :داریم 𝐾𝐺𝑉برای همچنین 

(37) 𝐾𝐺𝑉 =
𝑉𝑚
2

[
𝑉11 𝑉12

𝑉22 𝑉21
] 

 ( محاسبه می شود. 38(، با استفاده از رابطه )37در رابطه ) 𝑉𝑖𝑗که 

(38)  𝑉𝑖𝑗 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0                            0                         0
0                            0                         0
0                            0                         0

(−1)𝑖+1𝑐𝑚     (−1)𝑗
1

4
𝐿0𝑐𝑚

(−1)𝑖+1
3

2
𝑠𝑚      (−1)𝑗

3

8
𝐿0𝑠𝑚

−
1

4
𝐿0𝑠𝑚   (−1)𝑖+𝑗

1

16
𝐿0
2𝑠𝑚

(−1)𝑖+𝑗𝑐𝑚 (−1)𝑖+𝑗
3

2
𝑠𝑚 −

1

4
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ها بر پایه اثرات سطح، اثرات برای تحلیل خیز بزرگ نانوتیر
 است.سطح به مدل معرفی شده در بالا اعمال شده

به منظور در نظر گرفتن خواص مادی متفاوت برای هسته و 
پوسته، نانوتیر به صورت یک تیر مرکب از یک هسته همسانگرد و 

طور که در است. همانهیک پوسته همسانگرد در نظر گرفته شد
های است هسته و پوسته دارای ضخامت( نشان داده شده2شکل )

 متفاوتی هستند.
 

 ایسطح مقطع نانوتیر دایره -2شکل
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 تحت بار گسترده با در نظر گرفتن اثرات سطح رهیبا سطح مقطع دا یرهایبزرگ نانوت زیخ لیتحل

و مدول 𝑡 ( لایه سطح دارای ضخامت 2در شکل )
 𝐷 خیلی کوچکتر از قطر𝑡 باشد. ضخامت می 𝐸1الاستیسیته

 به صورت زیر است: 𝐸𝑠و 𝐸1باشد. رابطه بینمی

(39) 𝐸𝑠 = 𝐸1𝑡 

است، سطح مقطع تیر، به شکل ( آمده2طور که در شکل)همان
دایره، به صورت هسته و پوسته فرض شده و با روابط مربوط به 
محاسبه مدول صلابت خمشی تیر مرکب، مدول صلابت خمشی 

 :[28, 7, 6]استظاهری یا معادل، به شکل زیر بدست آمده

(40) (𝐸𝐼0)
∗ = 𝐸 (

𝜋𝐷4

64
) + 𝐸𝑠 (

𝜋𝐷3

8
) 

ی اعمال اثر خواص متفاوت سطح و درون ماده، در روابط برا
(𝐸𝐼0)با  𝐸𝐼0بالا مقدار 

، یعنی، مدول صلابت خمشی ظاهری ∗
 است.جایگزین شده

هر تکرار با رابطه زیر  در𝛿𝑢 بجایی عمومی جازایش بردار نرخ اف
 است:محاسبه شده

(41) 𝛿𝑢 = 𝐾−1 𝛿𝑝  

( را به شکل تکراری زیر نوشته 41بر این اساس، رابطه نرخی )
 است:شده

(42) 𝑢(𝑟+1) = 𝑢(𝑟) + [𝐾(𝑟)]
−1

(𝑝(𝑟+1) − 𝑝(𝑟)) 

است. با توجه به غیرخطی بودن مسئله،  شماره تکرار rکه
برای جلوگیری از واگرایی حل عددی، بار خارجی در چندین مرحله 

زیر قابل  به شکل 𝑝(𝑟+1)هر مرحله بارگذاری،است. در اعمال شده
 محاسبه است:

(43) 𝑝(𝑟+1) = 𝑓𝑒
(𝑟)

+ 𝑓s
(𝑟)

 

𝑓𝑒که
(𝑟) آید خارجی بدست می، بردار نیرویی است که از بار

𝑓sولی
(𝑟)  ،بردار نیرویی است که به بار گسترده ناشی از اثرات سطح
 است.مرتبط است که در ادامه نحوه محاسبه آن آورده شده 𝑞𝑠یعنی،

بررسی اثرات سطح در تحلیل استاتیکی  در مطالعه حاضر به منظور
است. ده شدهلاپلاس عمومی استفا-خمش نانوتیرها از معادله یانگ

در این مدل نانوتیر به صورت ترکیبی از یک هسته یا حجم و سطح 
شود. از این رو خواص حجم و سطح متفاوت آن در نظر گرفته می

، [29]شوند. بر پایه تئوری الاستیسیته کاماراتا در نظر گرفته می
رت رابطه ( به صو𝛾( و انرژی سطحی )𝜏𝛼𝛽رابطه بین تنش سطح )

 ( است.44)

(44) 𝜏𝛼𝛽 = 𝛾𝛿𝛼𝛽 +
𝜕𝛾

𝜕𝜀𝛼𝛽

 

( 44تانسور کرنش سطح است. رابطه )𝜀𝛼𝛽( 44که در رابطه )
( نوشته 45برای نانوتیرها در حالت تک بعدی به صورت رابطه )

 .[6]شود می

(45) 𝜏 = 𝜏0 + 𝐸𝑠𝜀 

مدول  𝐸𝑠نده سطح وتنش اولیه یا ما𝜏0 (45که در رابطه )
الاستیک سطح است. اثر متقابل تنش بین سطح و حجم در این 

است. باتوجه به معادله لاپلاس تعریف شده-مدل با معادله یانگ
لاپلاس عمومی تنش سطح باعث تغییر در تنش نرمال در -یانگ

 .[29-28]شود طول سطح می

(46) 〈𝜎𝑖𝑗
+ − 𝜎𝑖𝑗

−〉𝑛𝑖𝑛𝑗 = 𝜏𝛼𝛽𝜅𝛼𝛽    (𝑖, 𝑗

= 1,2,3;   𝛼, 𝛽 = 1,2) 

𝜎𝑖𝑗که
𝜎𝑖𝑗و +

به ترتیب بیانگر تنش در بالا و پایین سطح نانو  −
تانسور تنش سطح 𝜏𝛼𝛽بردار واحد عمود بر سطح و  𝑛𝑖 تیر هستند.

ش باشد. برای نانوتیری با خیز بزرگ، تغییر تنتانسور انحنا می 𝜅𝛼𝛽و
در جهت عمود بر محور خنثای  𝑞𝑠در سطح باعث ایجاد بار گسترده 

( 3چه که در شکل )شود همانند آننانو تیر در تمام طول آن می
 نشان داده شده است، که برابر است با:

(47) 𝑞𝑠 = 𝐻𝜅𝜃 

 

نمایش بارگسترده حاصل از تنش سطح در تمام طول تیر تحت بار  -3شکل

 در جهت عمود بر محور تیرمتمرکز و 

انحنای محور خنثای نانوتیر در حالت مفروض)خیز  𝜅𝜃که
تعریف  𝑋)شیب محور خنثای نانوتیر( نسبت به  𝜃بزرگ( با مشتق

 شود.می

(48) 𝜅𝜃 = 𝜃′ 

یک پارامتر ثابت است که با توجه به 𝐻 ( 48که در رابطه )
( 49از رابطه )شکل سطح مقطع و تنش مانده سطح برای دایره 

 شود.محاسبه می
(49) 𝐻 = 2𝜏0𝐷 

 باشد.( می2قطر سطح مقطع دایروی، مانند شکل ) 𝐷 که

𝑓𝑒( بردار نیروی43در رابطه )
(𝑟)  یک نیروی ثابت است که با

بار خارجی در هر مرحله بارگذاری تعیین شده و در تمام مراحل تکرار 

𝑓𝑠بردار نیرویکه، لیهر مرحله بارگذاری، ثابت است. درحا
(𝑟)  از روی

( محاسبه شده و لذا، 𝑞𝑠یک نیروی وابسته به تغییرشکل )بار گسترده
تغییر  𝑢های بردار جابجایی گرهی مقدار و جهت آن با تغییر در مؤلفه
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 استبرقیسیاحسان رئ

𝑓𝑠کنند. درنتیجه، بردار نیرویمی
(𝑟)   باید در هر تکرار به روز رسانی

بردار صفر  𝑢(1)ولین تکرار از اولین مرحله بارگذاری،شود. باید در ا

𝑓𝑠و 𝑝(1)فرض شود و دیگر مقادیر مانند
براساس آن محاسبه   (1)

ای ادامه یابند که شوند. در هر مرحله بارگذاری تکرارها باید به اندازه
  .دقت مورد نظر حاصل گردد

 نتایج 3 
اند. بررسی قرار گرفتهدر این قسمت نتایج عددی مورد تحلیل و 
𝐸بدین منظور از نقره با مدول الاستیسیته  = 76 GPa مدول ،

𝐸𝑠الاستیک سطح  = 1.22 nN/nm  و تنش مانده سطح𝜏0 =

0.89 nN/nm است. همچنین استفاده شده به عنوان جنس نانوتیر
𝐿نانوتیر دارای طول  = 500 nm  و شعاع 𝐷 = 60 nm در نظر

منظور بررسی خیز کوچک نانوتیرها با اثرات است. به گرفته شده
است. نتایج سطح از کد نوشته شده بر اساس مدل جدید استفاده شده

برنامه اجزاء محدود حاضر با نتایج حل صریح نانوتیر یکسرگیردار 
اند. در ادامه خیز بزرگ مقایسه و ارزیابی شده [7]جیانگ و یان 

است. مدل اجزاء محدود نانوتیرها همراه با اثرات سطح بررسی شده
های های با سطح مقطعارائه شده برای تحلیل خیز بزرگ نانوتیر
ها و شرایط مرزی دلخواه یکنواخت و غیریکنواخت تحت بارگذاری

یکسرگیردار با  باشد در نتیجه خیز بزرگ نانوتیرمیقابل استفاده 
ای تحت بار گسترده سینوسی به عنوان نمونه سطح مقطع دایره

است. در ابتدا تاثیر در نظر گرفتن اثرات سطح نسبت به بررسی شده
حالت تئوری کلاسیک تیر تیموشنکو برای قطرهای متفاوت نانوتیر 

دیر متفاوت مدول الاستیک سطح است. در ادامه تاثیر مقابررسی شده
است. در نهایت تاثیر مقادیر بر روی خیز بزرگ نانوتیرها، بررسی شده

مختلف تنش مانده سطح بر روی خیز بزرگ و شیب نانوتیرها بررسی 
 است.شده

 با فرض خیز كوچک آزمایی نتایجراستی 4 
به منظور صحت سنجی کد نوشته شده بر اساس مدل جدید، در این 

یز نانوتیرها همراه با اثرات سطح با فرض خیز کوچک قسمت خ
𝑃 است. نانوتیر از جنس نقره بوده و تحت بار متمرکز بررسی شده =

1 nN باشد. نتایج برنامه اجزاء محدود حاضر با نتایج حل صریح می
مقایسه  [7]نانوتیر یکسرگیردار جیانگ و یان با فرض خیز کوچک 

اند. حل صریح خمش استاتیکی نانوتیر یکسرگیردار و ارزیابی شده
( با اثرات سطح و با 4تحت بار متمرکز در انتهای آزاد آن )شکل 

است. نتایج این فرض خیز کوچک توسط جیانگ و یان انجام شده
بررسی دقت و صحت نتایج مدل حاضر به کار گرفته  حل برای

 است.شده

 
 آزاد در انتهای 𝑃 متمرکز تیر یکسرگیردار تحت بار  -4شکل

( خیز نانوتیر برای سه مقدار تنش مانده سطح 5در شکل )
𝜏0 = −0.89,0,0.89 nN/nm  برای مدل حاضر و همچنین

طور . هماناسترسم شده 𝑥جواب حل صریح جیانگ و یان برحسب 
( مشخص است نتایج حاصل از مدل حاضر تطابق 5که از شکل )

 صریح دارند.بسیار خوبی با نتایج حل 

 

 خیز کوچک نانوتیر یکسرگیردار تحت بار متمرکز در انتهای آزاد -5شکل

 خیز بزرگ نانوتیرها همراه با اثرات سطح 5 
ز کد به منظور بررسی خیز بزرگ نانوتیرها همراه با اثرات سطح ا

نوشته شده بر اساس مدل ارائه شده در مطالعه حاضر استفاده 
است. برای این منظور، یک نانوتیر یکسرگیردار از جنس نقره شده

( که تحت اثر بار گسترده سینوسی است، در نظر 6مطابق شکل )
 است.گرفته شده

 
 گسترده سینوسیتیر یکسرگیردار تحت بار  -6 شکل

 است:تیر با استفاده از رابطه زیر بیان شدهتوزیع بار در طول نانو

(50) 𝑞 = 𝑞0 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋𝑋

𝐿
) 

𝑞0که = 1 nN/nm است.در نظر گرفته شده 
( بر روی خیز 𝐿/𝐷به منظور بررسی اثر نسبت طول به قطر )

( و عدم 𝑆𝐸بزرگ نانوتیرها، خیز در دو حالت وجود اثرات سطح )
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 گرفتن اثرات سطح تحت بار گسترده با در نظر رهیبا سطح مقطع دا یرهایبزرگ نانوت زیخ لیتحل

𝐷مختلف قطر تیر  وجود اثرات سطح برای مقادیر =

50,60,70 nm ( رسم شده7در شکل ).است 

 
خیز بزرگ نانوتیر در دو حالت وجود اثرات سطح و عدم وجود آن  -7 شکل

 برای مقادیر مختلف قطر

شده با افزایش نسبت ( نشان داده7طور که در شکل )همان
𝐿/𝐷  تفاوت بین خیز بدست آمده در حالت وجود اثرات سطح با

شود. یعنی با افزایش که بدون اثرات سطح است بیشتر میحالتی 
اثرات سطح تاثیر بیشتری بر روی رفتار خمشی نانو  𝐿/𝐷نسبت 

تیرها دارد. این موضوع اهمیت در نظر گرفتن اثرات سطح در نانو 
 دهد.تر را نشان میتیرهای نازک

در ادامه تاثیر مقادیر مختلف مدول الاستیک سطح بر روی 
است. بدین منظور برای مدول رگ نانوتیرها بررسی شدهخیز بز

𝐸𝑠الاستیک سطح سه مقدار = −1.22,0,1.22 nN/nm  در نظر
 است.( رسم شده8است. خیز بدست آمده در شکل )گرفته شده

 
 خیز بزرگ نانوتیر برای مقادیر مختلف مدول الاستیک سطح -8 شکل

ت مقدار منفی اس( نشان داده شده8طور که در شکل )همان
مدول الاستیک سطح باعث کاهش سفتی نانوتیر و مقدار مثبت آن 

شود. این بدین معنی است که در نظر باعث سفتی بیشتر نانوتیر می
تر تر و یا سفتگرفتن مدول الاستیک سطح می تواند باعث نرم

شدن نانوتیر شود که این بستگی به علامت و مقدار مدول الاستیک 
 سطح دارد.

منظور بررسی تاثیر مقادیر مختلف تنش مانده سطح بر  به
𝜏0روی خیز و شیب نانوتیرها برای تنش مانده سطح سه مقدار  =

−0.89,0,0.89 nN/nm است. خیز بدست در نظر گرفته شده
 است.( رسم شده10( و شیب بدست آمده در شکل )9آمده در شکل )

 
 لف تنش مانده سطحخیز بزرگ نانوتیر برای مقادیر مخت -9 شکل

 
 شیب نانوتیر برای مقادیر مختلف تنش مانده سطح -10 شکل

است مقدار ( نشان داده شده10( و )9طور که در شکل )همان
شود که نانوتیر یکسرگیردار نسبت مثبت تنش مانده سطح باعث می

تر شود. این موضوع به حالتی که تنش مانده سطح صفر است، نرم
ر نظر گرفتن تنش مانده سطح مثبت باعث دهد که دنشان می

شود. در حالی که برای مقدار افزایش خیز و شیب در نانوتیرها می
منفی تنش مانده سطح این وضعیت برعکس است یعنی مقدار منفی 

تر شدن تنش مانده سطح در یک نانو تیر یکسرگیردار باعث سفت
ضوع شود. این موتیر نسبت به حالت تنش مانده سطح صفر می

گر این است که وقتی مقدار تنش مانده سطح منفی است، خیز بیان
( نشان داده 9طور که در شکل)یابد. همانو شیب نانو تیر کاهش می

تری شده، نانوتیر یکسرگیردار با افزایش تنش مانده سطح رفتار نرم
است. این تعبیر )نرمی نانوتیر( به بار گسترده ناشی از خود نشان داده

رات سطح برگشت دارد که به جهت تقعر محور تیر تحت بار از اث
است، که در تیر یکسرگیردار، باعث افزایش خیز یا بستگی داشته

است. بار گسترده عرضی ناشی از تنش مانده سطح، همان نرمی شده
دهد، که این موضوع توسط هی و لیلی سفتی نانو تیر را تغییر می

 .استشدههم ثابت  [7]و جیانگ و یان  [6]
 

 گیرينتیجه 6 
در این پژوهش خیز بزرگ نانوتیرها همراه با اثرات سطح و با استفاده 

بندی اجزاء محدود کاملا لاگرانژی مورد بررسی قرارگرفت. از فرمول
بندی لاپلاس عمومی فرمول-اثرات سطح بر اساس معادله یانگ

نظر  شده و تغییرشکل برشی با استفاده از تئوری تیر تیموشنکو در
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 استبرقیسیاحسان رئ

است. معادلات دیفرانسیل غیرخطی حاکم بر مسئله با گرفته شده
بندی اند. فرمولبندی اجزاء محدود کاملاً لاگرانژی حل شدهفرمول
های با سطح سازی نانوتیرمحدودی ارائه شده قابلیت مدلاجزاء 
ها و شرایط های یکنواخت و غیریکنواخت، تحت بارگذاریمقطع

. از این رو در این پژوهش، نتایج خیز بزرگ مرزی دلخواه را دارد
طور که نتایج نانوتیر تحت بار گسترده سینوسی بررسی شد. همان

تفاوت بین خیز بدست  𝐿/𝐷بدست آمده نشان داد، با افزایش نسبت 
آمده در حالت وجود اثرات سطح با حالتی که بدون اثرات سطح است 

اثرات سطح تاثیر  𝐿/𝐷شود. یعنی با افزایش نسبت بیشتر می
بیشتری بر روی رفتار خمشی نانوتیرها دارد. این موضوع اهمیت در 

دهد. تر را نشان مینظر گرفتن اثرات سطح در نانوتیرهای نازک
نتایج حاصل نشان داد که مقدار منفی مدول الاستیک سطح باعث 
کاهش سفتی نانوتیر و مقدار مثبت آن باعث سفتی بیشتر نانوتیر 

. نانوتیر یکسرگیردار با افزایش تنش مانده سطح رفتار شودمی
است. این تعبیر )نرمی نانوتیر( به بار تری از خود نشان دادهنرم

گسترده ناشی از اثرات سطح برگشت دارد که به جهت تقعر محور 
است، که در تیر یکسرگیردار، باعث تیر تحت بار بستگی داشته

 .استافزایش خیز یا همان نرمی شده
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