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 مؤلفه دوازده با جدید شده تصحیح بالای مرتبه کامپوزیتی ایاستوانه پوسته تئوری موجود، بالای مرتبه هایدر این پژوهش، با ارتقای دقتّ تئوری
 طور به پوسته تنش های( در منتجهz/R + 1) پوسته مقطع ایذوزنقه شکل به مربوط هایاثر عبارت تئوری، این در. است شده داده توسعه جابجایی

( فانکشنال) تابعی به صلب جسم چرخش از جلوگیری نظیر کرنشی انرژی و اولیه هایتنش نظیر کرنشی انرژی افزودن از پس. است شده محاسبه دقیق
 ویژه مقدار تحلیل معادلات، این از استفاده با. اندشده استخراج ساده سر دو ایتعادل پوسته استوانه معادلات هامیلتون، اصل اساس بر پوسته، انرژی

 ABAQUS افزارحاصل از نرم. اعتبارسنجی نتایج پژوهش حاضر با مقایسه با نتایج تئوری و تجربی سایر محققّین و نتایج اندشده انجام( آزاد ارتعاشات)
 محاسبه دقت آید، حساب به تر ( دقیقz/R + 1) هایعبارت اثر چه هر که دهندصورت پذیرفته، تطابق خوبی حاصل شده است. نتایج نشان می

 .یابدمی افزایش طبیعی هایفرکانس

 کامپوزیت الیاف فلز.ای، سازه ساندویچی کامپوزیتی، ارتعاشات آزاد، پوسته استوانه :کلیدی هایواژه

Free Vibration Analysis of Cylindrical Sandwich Shells 

with FML Face and Functionally Graded Core Using a 

New Shell Theory 

A. Davar1* , M. Heydari Beni2, R. Azarafza3, J. Eskandari Jam4 

1,  4. Associate Professor, Faculty of Materials and Manufacturing Technologies, Malek Ashtar University of Technology, 

Tehran, Iran 

2. PhD student, Faculty of Materials and Manufacturing Technologies, Malek Ashtar University of Technology, Tehran, Iran 

3. Assistant Professor, Faculty of Materials and Manufacturing Technologies, Malek Ashtar University of Technology, Tehran, 

Iran 

*Corresponding Author: davar78@gmail.com 

In this research, by improving the accuracy of existing high-order theories, a new corrected high-order composite cylindrical 

shell theory with twelve displacement components has been developed. In this theory, the effect of terms related to the trapezoidal 

shape of the shell cross-section (1+z/R) in the results of the shell stress has been accurately calculated. After adding the strain 

energy such as the initial stresses and the strain energy such as the prevention of the rotation of the rigid body to the shell energy 

functional, based on Hamilton's principle, the equilibrium equations of the cylindrical shell with two ends have been derived. By 

using these equations, eigenvalue analysis (free vibrations) have been performed. Validation of the results of the present research 

was done by comparing with the theoretical and experimental results of other researchers and the results of the ABAQUS 

software, and a good match has been achieved. 
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 مقدمه  1 
 ومیعم درك برای هم کامپوزیتی، هایدانش خصوصیاّت ارتعاشی پوسته

 بسیار آنها یصنعت کاربردهای فهم منظور به هم و هاپوسته این رفتار مبانی
 طبیعی ایهارتباط با مفهوم کاربرد صنعتی، بایستی فرکانس در. است مهم

 پیشگویی یتاهم. شناخته شوند تشدید اثر از جلوگیری منظوربه پوسته
 در ایفزاینده بطور وزن، در جوییبخاطر صرفه ارتعاشی خواص دقیق

 اهیگ همچنین. است رشد به رو کامپوزیتی هوافضایی هایسازه طراحی
 هاکلش تغییر مقدار است لازم که آیدی پیش میموارد صنعت در اوقات

 چنین در. بدانیم خارجی تحریک یک اثر تحت را سازه هایتغییرمکان و
 مکان،تغییر سرعت، شتاب، قبیل از) سازه دینامیکی پاسخ باید مواردی

  .شود کنترل و بررسی محاسبه، تحریک، این به( وکرنش تنش
روش عمومی تحلیلی و عددی برای  یک [1] 1شینمن و گریف

 شده ساخته نازك جدار دورانی هایپوسته ارتعاشات آزاد و اجباری
 شرایط برای دلخواه چیدمان با ایلایه الاستیک ارتوتروپیک مواد از

 عمومی صورت به بار تابع روش، این در. دادند ارائه مختلف مرزی
ر نظر گرفته شده است. معادلات حرکت با کمک اصل هامیلتون د

 هایبه دست آمده و حل عددی آنها با بسط متغیرها بصورت سری
 مخروطی هایالمان از گرفته است، صورت محیطی جهت در فوریه
 به نسبت معادلات حل. است شده استفاده طولی جهت در شکل

تابع بار, عمومی در نظر  و هالایه زوایای و تعداد, پوسته هندسه
 گرفته شده است.

میکی پاسخ دینا (1384) [3]و آذرافزا  [2] جعفری و همکاران
 پالسایم و اولیه هایتنش تحت کامپوزیتی ایاستوانه هایپوسته
نامیکی مطالعه کردند. ایشان ارتعاشات آزاد و پاسخ دی را جانبی
 ختلفم مرزی شرایط با چندلایه  کامپوزیتی ایاستوانه هایپوسته

 با و مستطیلی سطح یک روی بر وارد جانبی ایمپالس بار تحت را
 ارفش و محوری نیروی مانند) تنیدگیپیش اثرات گرفتن نظر در

ب اول رشی مرتبه اول و تقریب شکل تغییر تئوری اساس بر( داخلی
زاد را با آلاو مورد بررسی قرار دادند. آنها حل معادلات ارتعاشات 

ایج تحلیل استفاده از روش گالرکین انجام دادند. با استفاده از نت
زمانی مؤلفه اده از انتگرال کانولوشن، پاسخارتعاشات آزاد و با استف

اویه زکردند. اثر  رسم مودها جمع روش اساس بر را جابجایی های
ی را الیاف، شرایط مرزی، بار محوری فشاری و پارامترهای هندس

تیجه دست روی رفتار دینامیکی پوسته بررسی کردند. ایشان به این ن
 اسخپ و طبیعی فرکانس روی زیادی تأثیر تنیدگییافتند که پیش

 .دارد دینامیکی
 ایاستوانه هایپاسخ دینامیکی پوسته [4]خلیلی و همکاران 

. کردند مطالعه را جانبی ایمپالس و اولیه هایتنش تحت کامپوزیتی
 ایاستوانه هایپوسته دینامیکی پاسخ و آزاد ارتعاشات ایشان

ط مرزی ساده را با در نظر گرفتن اثر شرای با چندلایه کامپوزیتی

                                                           
1. Sheinman and Greif 

اساس تئوری تغییر شکل نیروی محوری توأم با فشار داخلی، بر 
برشی مرتبه اول و تقریب اول لاو مورد بررسی قرار دادند. ایشان 
پس از مطالعه اثر نیروی محوری توأم با فشار داخلی روی پاسخ 
زمانی پوسته، به این نتیجه دست یافتند که فرکانس طبیعی و پاسخ 
دینامیکی پوسته کامپوزیتی جدارنازك، نسبت به فشار داخلی 

 یت بیشتری در مقایسه با نیروی محوری دارد.حساس
 هایضربه سرعت پایین روی پوسته [5] ستوده و انفرادی

افزار المان  ی با استفاده از نرمته پیچی را به روش عددرش کامپوزیتی
یز بررسی کردند. آنالیز ارتعاشات آزاد و آنال ABAQUSمحدود 

رایی ( را برای مطالعه اثر میimplicitدینامیکی به روش ضمنی )
به با روی پاسخ پوسته کامپوزیتی چندلایه در معرض بارگذاری ضر

 نیروی روی رب را ایسرعت پایین انجام دادند. آنها اثر میرایی سازه
 زننده ضربه جسم انرژی و سرعت و تماس محل نقطه خیز تماس،
 افزایش ببس ای-سازه میرایی که داد نشان آنها نتایج. کردند مطالعه
 همچنین. شودمی تماس محل نقطه خیز کاهش و تماس نیروی
ستم یس انرژی مقابل در ای،سازه میرایی از ناشی شده تلف انرژی

 .است نظرصرفبدون میرایی قابل 
    رفتار پوسته ساندویچی با هسته [6]رحمانی و همکاران 

. دادند قرار مطالعه مورد هامیلتون اصل از استفاده با را پذیرانعطاف
 دینامیکی رفتار تحلیل برای جدید بالای مرتبه تئوری آنها

 هاویهر اثر مدلسازی برای. دادند ارائه ضخیم ساندویچی هایپوسته
سازی هسته از تئوری لمد برای و پوسته کلاسیک تئوری از

 هایجابجایی و ایغیرخطی صفحهالاستیسیته بهره بردند. اثرات 
 تنش هایجهمنت آنها. کردند لحاظ بالا مرتبه تئوری در را هسته قائم

 تقابلم نرمال و برشی هایتنش و هسته و هارویه در هاجابجایی و
ین نتیجه ا به آنها. کردند وارد معادلات در را هارویه و هسته بین

 دویچیسان ایاستوانه هایدست یافتند که الگوهای ارتعاشی پوسته
 .است همگن ایاستوانه هایاز پوسته ترپیچیده

 یمقاله ارتعاشات آزاد پوسته [7]ی و همکاران ارژنگ پ
( FGM) یبا خواص تابع یمواد ایمتشکل از مواد هدفمند  یاوانهاست

بر  ییجابجا اندی، معادلات مآنها به کاررفته لی. در تحلدادند را ارائه
تخراج مرتبه اول اس یشکل برش رییتغ هیدانل و فرض یتئور یمبنا
ز فرض فل و کیسرام وستهیپ بیمورد نظر از ترک یتهسوپو  دهیگرد

اده از و با استف یشده است. معادلات حاکم بر پوسته به صورت عدد
 حل MLPG به اختصار ای نیپتروف گلرک یروش بدون المان محل

فته شد که در نظر گر رییاز تابع تغ یدیمنظور، فرم جد نیاند. بدشده
 جهیو در نت هشد یجرم و سفت یهاسیماتر یابیمنجر به دست

مختلف محاسبه  یگاه هیتک طیپوسته تحت شرا یعیفرکانس طب
 شده است. 
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 ...ایاستوانه یچیهای ساندوتحلیل ارتعاشات آزاد پوسته

زاد ارتعاشات آدر پژوهشی به منظور تحلیل  [8]می و رحیزارعی 
ستفاده امختلف با  هایگاههیمشبک دوار با تک یتیاستوانه کامپوز

ها استفاده کنندهتیتقو یکردن سفتمعادلسازی برای معادل یبیتقر
فته شدندکه قادر به در نظر گر ریبه صورت ت هاکنندهتقویت. دیگرد

ه نسبت به بار محوری وارد یو ممان خمش یبرش روهاییتحمل ن
ساندرز  برمبنای تئوری یارتعاش زی. معادلات مربوط به آنالبودند

نس استوکس فرکا لیتبد هیاستخراج  و با استفاده بسط سری فور
 .دیگرد نییی تعاارتعاشات پوسته استوانه

 یو ارتعاشات یکینامید لیبه تحل [9]موسوی و همکاران 
به همراه  یاپوکس تیگراف هایهیای ساخته شده از لاپوسته استوانه

. ندآن پرداخت یو خارج یدر دو سطح داخل کیزوالکتریپ هیدو لا
های تئوری سندرز برای پوسته هیاستخراج معادلات حرکت بر پا

 هایمشتقصورت نازك انجام شده است. معادلات حرکت که به
محاسبه شده و به روش رانگ کوتای مرتبه چهارم حل  یجزئ
 اند.شده

ارتعاش پوسته  یاز تجمع بر رو یادنباله [10]و همکاران  2ژاوو
در  (FMLیا  Fiber-Metal Laminate) یافیال یفلز یاورقه یااستوانه
اصل  از است. افتهیتوسعه کوپلتنش  هیبا استفاده از نظر کرویفاز م

حرکت پوسته  کیکلاس ریاستخراج معادلات غ یبرا لتونیماه
لاو  بیتقر هینظر نینازك وابسته به اندازه بر اساس اول یااستوانه
مخلوط به  افتهیو قانون توسعه  Mori-Tanakaشده است.  استفاده

 بریو ف یکربن یهانانولوله یکیمکان یهایژگیو نیتخم یبرا بیترت
چهار فاز  یااستوانه کرویپوسته م نی. اندشدمعادل آن استفاده 

CNTs/یافلز ورقه/مریپل/بریف (CNTFPML با استفاده از مدل )
 .شد لیتحل یمرز تیمحدود نیچند یپرتو برا مودالعملکرد 

تحلیل  در حوزه گذشته هایبا توجه به کمبودهای پژوهش
به ارائه  حاضر پژوهش در کامپوزیتی، ایاستوانه هایپوسته ارتعاشی

پوسته ای برای تحلیل سازهتئوری مرتبه بالای جدید و با دقت بالا
برخی از محققین با شود. پرداخته می یکامپوزیت ایاستوانه های

 یهاپوسته تحلیل به بعدیاستفاده از تئوری الاستیسیته سه
 بعدیسه تهالاستیسی تئوری از استفاده لیکن. اندپرداخته کامپوزیتی

 تحت و بالا درجه ناهمسانگردی با ماده جنس از پوسته که هنگامی
 حجم شودمی سبب گیرد، قرار پیچیده و نامتقارن بارگذاری
. شود یچیدهپ بسیار نیز مسأله تحلیل رفته، بالا العادهفوق محاسبات

 دو بالای همرتب هایتئوری از گیریتاکنون اکثر محققین با بهره لذا
 .اندداده قرار بررسی و تحلیل مورد را ایاستوانه هایپوسته بعدی،

از طرف دیگر، تاکنون اکثر محققین با استفاده از تئوری دوبعدی تک لایه 
 چندلایه کامپوزیتی ایاستوانه هایپوسته ارتعاشاتمعادل به بررسی پدیده 

 دوبعدی هایبه منظور افزایش دقت تئوری پژوهشلذا در این  . اندپرداخته

                                                           
2. Zhao 

3. Hamilton's principle 

. است شده داده توسعه کامپوزیتی پوسته دوبعدی تئوری تاکنون، شده ارائه
 بالا، مرتبه از جابجایی میدان گرفتن نظر در بر علاوه تئوری این در

و اثر عبارت  شده گرفته نظر در دوم مرتبه تا عرضی نرمال هایکرنش
1+z/R .نیز به طور دقیق در نظر گرفته شده است 

 مراهه به آزاد ارتعاشات طبیعی هایبه منظور محاسبه فرکانس
 ای،استوانه پوسته تعادل معادلات حل به  متناظر، مودهای شکل

 تخراجاس و ای. به منظور تحلیل پوسته استوانهاست شده پرداخته
 :اندگرفته قرار نظر مد زیر فرضیات ابتدا تعادل، معادلات

 اند.شده گرفته نظر در کوچک پوسته هایشکل تغییر •

 اند.شده گرفته نظر در محدود پوسته( قطر و طول) ابعاد •

 است. شده نظرصرف میرایی اثر از •

 دارد. قرار خطی الاستیک محدوده در ماده •

 .تاس نگرفته قرار نظر مد معادلات در غیرخطی عبارات اثر •

 معادلات حاکم 2 

ای برای انجام تحلیل دینامیکی، با ت حاکم بر پوسته استوانهلامعاد
استاتیکی، از ویرایش منظور تحلیل  استفاده از اصل هامیلتون و به

. شوداستفاده می 4یعنی اصل کار مجازی 3استاتیکی اصل هامیلتون
 :[11]توان به طریق زیر بیان کرد یصورت تحلیلی اصل هامیلتون را م
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ر ن سطح پوسته به صورت زی(، تعریف الما2که در رابطه )
 :[8]است 

 ddx
R

z
RdA )1( 0  (3)  

(، دو 2البته علاوه بر انرژی کرنشی معرفی شده در رابطه )
شود. یکی انرژی کرنشی عبارت دیگر نیز به این انرژی باید افزوده 

و دیگری انرژی کرنشی برای جلوگیری از  5های اولیهناشی از تنش
به انرژی کرنشی کل پوسته  [12]که ساندرز  6 چرخش جسم صلب

 اضافه کرد.

 W ( عبارت است از انرژی پتانسیل ناشی ا1در رابطه ) ز
 نیروهای خارجی و به صورت زیر تعریف شده است:

4. Principle of virtual work 

5. Initial stresses 
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 جمیاسکندر ، رضا آذرافز، جعفریبنیدریداور، محسن ح یعل
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(، 4که در رابطه )
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 نوشت:توان ( را به صورت زیر می1به منظور حل مسأله مورد نظر، رابطه )
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و  U ،Wهای ادامه، به محاسبه هر یک از عبارتدر 

K.پرداخته شده است 

 محاسبه تغییرات انرژی جنبشی 1 .2 
سهم انرژی جنبشی (، 5با جایگذاری رابطه انرژی جنبشی در رابطه )

انرژی در اصل هامیلتون به صورت زیر محاسبه  7در تغییرات تابعی 
 شده است:
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 گیری جزء به جزء نسبت به زمان داریم:با انتگرال
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(، بنا بر پیش فرض در 7انتگرال دوم )سطر دوم( در رابطه )
شود. به این معنی که هامیلتون، برابر صفر در نظر گرفته میاصل 

های ابتدا و انتهای تحلیل، برابر صفر فرض تغییرات متغیّرها در زمان
الف( در نظر -8های جابجایی به صورت رابطه )شوند. مؤلفهمی

 شوند:میگرفته 
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محاسبه تغییرات انرژی پتانسیل ناشی از  2 .2 

 نیروهای خارجی
های مربوط به محاستتتبه تغییرات انرژی برای راحتی در نوشتتتتن عبارت

پتانستتیل ناشتتی از نیروهای خارجی و انرژی کرنشتتی، از نمایش عبارت 
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 ...ایاستوانه یچیهای ساندوتحلیل ارتعاشات آزاد پوسته

گیری در راستای (، تعریف مقادیر حاصل از انتگرال11که در رابطه ) 
 ( در انتگرال اول به صورت زیر است:zضخامت )
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 محاسبه تغییرات انرژی کرنشی  3 .2 
 (، تغییرات انرژی کرنشی به صورت زیر است:2با توجه به رابطه )
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 مدل هر برای میانی، ستتطح هایجابجایی حستتب بر خطی هایکرنش
 :کرد انیب زیر صورت به توانمی را جابجایی
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 است پوسته مقطع ایذوزنقه شکل اثر ضریب همان 𝛾0 که
باشد. در اینجا چون از تئوری اصلاح  1یا  0تواند یکی از مقادیر و می

𝛾0شده پوسته استفاده شده است، مقدار = . مد نظر است 1
داخل پرانتز به صورت  هایعبارت(، الف-14) روابط در همچنین
 :اندقابل محاسبه ب(-14روابط )
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الف( در رابطه -14های کرنش از روابط )با جایگذاری مؤلفه
 (، خواهیم داشت:13)
تغییرات انرژی کرنشی متناظر با  -

x: 
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 جمیاسکندر ، رضا آذرافز، جعفریبنیدریداور، محسن ح یعل
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تغییرات انرژی کرنشی متناظر با  -
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تغییرات انرژی کرنشی متناظر با  -
z: 
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تغییرات انرژی کرنشی متناظر با  -
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تغییرات انرژی کرنشی متناظر با  -
 x

: 

dzdA
A

h

h
xx 





2

2
 

 

dzdAzzz
A

h

h
xxxxx 






2

2

*3*

0

2

0 )(  
 

dzdA
x

Cz
x

v
Cz

xx

v

R
z

x

v

A

h

h
x 






































2

2

*

4

3
*

0
3

2000
)()()()(











 

dA

x

M
Cv

x

N
C

x

M
v

x

M

R
v

x

N

A xx

xxx

















































*

*

4

*

0

*

3

0
0

0














  

2
* * * *0

0 0 3 0 4
0

0

L

x x x x xN v M v M C N v C M R d
R



      


      

 
     

 


 

(19)  

تغییرات انرژی کرنشی متناظر با  -
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 :zتغییرات انرژی کرنشی متناظر با  -



 
 

 

 
 

 

 

41
  

 فناوری در مهندسی هوافضاعلمی  فصلنامة
 ( 27  پیاپی)  1402زمستان  /4 ة شمار / 7دورة 

 

 ...ایاستوانه یچیهای ساندوتحلیل ارتعاشات آزاد پوسته
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های کامپوزیتی تحت در بسیاری از کاربردهای عملی، پوسته
گیرند. این امر سبب ایجاد میدان تنش بارهای استاتیکی قرار می

شود. از جمله این کاربردها، مواردی هستند که در اولیه در پوسته می

نیستند(. این  و  xها یکنواخت هستند )یعنی تابعی از آنها تنش
های انتقال دهنده بار تواند در مواردی از قبیل پوستهحالت می

های چرخان حول محوری یا برشی، مخازن تحت فشار و یا پوسته
( ذکر 21( تا )13محور خود، رخ دهد. لذا علاوه بر آنچه در روابط )

های اولیه در معادلات شد، لازم است به منظور در نظر گرفتن تنش

 های اولیه حاکم، تغییرات انرژی کرنشی نظیر تنش
iU نیز به

(، اضافه شود. به این 2در رابطه ) Uتغییرات انرژی کرنشی پوسته،
ه به صورت های اولیمنظور، ابتدا رابطه تغییرات انرژی نظیر تنش

 :[13]زیر نوشته شده است 
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(، 22که در رابطه )
i

x ،
i

  و
i

x های اند از تنشعبارت
شود. اولیه غشایی به ترتیب محوری، محیطی و پیچشی فرض می

های اولیه، در تعادل استاتیکی قرار دارد. پوسته تحت این میدان تنش
های اولیه، به عنوان انرژی پتانسیل ذخیره شده در پوسته تحت تنش

شود. به سطح مرجع انرژی در تحلیل دینامیکی پوسته محسوب می
های اولیه بالا قرار گیرد، ینکه پوسته ممکن است تحت تنشدلیل ا

های لازم است علاوه بر عبارات خطی کرنش سطح میانی، عبارت
های بزرگ غیرخطی مرتبه دوم کرنش که متضمّن تغییر شکل

( 22در رابطه ) های کرنشغشایی در پوسته هستند نیز در عبارت
ای زیر انتگرال در رابطه هشود، عبارتلحاظ شوند. این امر سبب می

( از همگنی مناسبی از نظر مرتبه بزرگی، در مقایسه با 22)

[. 13( برخوردار شوند ]2های زیر انتگرال در رابطه )عبارت
های غیرخطی به صورت زیر نوشته های غشایی شامل عبارتکرنش
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( 22( در رابطه )23های غشایی از رابطه )با جایگذاری کرنش
 خواهیم داشت:

  dzddxRU
A

h

h
x

i

x

i

x

i

x

i   





2

2
000

 

 








































A

i

x ddxR
x

w

x

w

x

v

x

v

x

u

x

u

x

u
N  )()()()( 0000000

 
















































































































A

i ddxR

w
vv

w
vv

wwv
ww

v

ww
vvuu

R

w
R

v

R

N 































)(

)()(

)()(

1

)
1

()
1

(

0
00

0
00

000
00

0

00
0000

2

0
0

 















































































































































A

i

x ddxR

x

w
vv

x

w

x

ww

w

x

w

x

v
ww

x

v

x

vv

v

x

v

x

uuu

x

u

R

u

Rx

v

N 




















)()(

)()()(

)()()(

1

)
1

()(

0
00

000

000
00

000

000000

00  

(24)  

 

iهای اولیه محوری ( نیروهای منتجه از تنش24که در رابطه )

xN ،

iNمحیطی 
iو پیچشی  
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 اند:به صورت زیر تعریف شده 
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iفرض شده است 
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در تمام نقاط پوسته یکسان  

 باشند. با انتگرال گیری جزء به جزء داریم:
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 جمیاسکندر ، رضا آذرافز، جعفریبنیدریداور، محسن ح یعل
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(25)  

ی های اولیه دارای طبیعت غشایشود تنشمعمولاً فرض می
خامت در راستای ض های ثابت و یکنواختباشند، یعنی به صورت تنش

(، 25رابطه    ) در های زیر انتگرالشوند. لذا در عبارتدر نظر گرفته می
های لفههای خطی که تغییرات انحناء را به مؤکافی است فقط عبارت

 [. 13سازند، در معادلات باقی بمانند ]می جابجایی مرتبط
 ناشی از چرخش جسم صلب و 8برای جلوگیری از ناسازگاری 

 ddxRی ایجاد تعادل گشتاورها حول محور قائم بر المان دیفرانسیل
ز علاوه بر سایر از سطح پوسته نازك با دو انحناء، لازم است رابطه زیر نی

  [:14و  12معادلات تعادل، در محاسبات مد نظر قرار گیرد ]
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RRyو  xRای که در حالت خاص پوسته استوانه 

باشد. لذا طبق تئوری پوسته جدار نازك ساندرز، به منظور می
رات جلوگیری از ناسازگاری ناشی از چرخش جسم صلب، باید تغیی

(، 2در رابطه ) Uبه تغییرات انرژی کرنشی، SUانرژی کرنشی 
 افزوده شوند:
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(، 27که در رابطه )
n  و*

nاند از:عبارت 
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(28)  

های جدار نازك است، کاربرد تئوری ساندرز در تحلیل پوسته 
00یعنی حالت   10، بنابراین در حالت   که مربوط به تحلیل

                                                           
6. Governing equations 
7. Equations of boundary conditions (BCs) 

های جدار ضخیم است، لزومی ندارد که تغییرات انرژی پوسته
ه افزوده شود. لذا ب Uبه تغییرات انرژی کرنشی SUکرنشی 

منظور تفکیک دو حالت جدار نازك و جدار ضخیم، باید ضریب 

)1( 0 ( ضرب شود. با ضرب این 27در طرف راست رابطه )

گیری جزء به جزء (، پس از انتگرال27ضریب در طرف راست رابطه )
 خواهیم داشت:
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(29)  

 7شرايط مرزیو معادلات  6ستخراج معادلات حاکما 4 .2 
های مربوط به کار و انرژی در تابعی اصل پس از محاسبه عبارت

(، امکان استخراج معادلات تعادل پوسته فراهم 6همیلتون، رابطه )
، 8آید. بدین نحو که بر مبنای قضیه اساسی حساب تغییراتمی

های مجموع کل ضرایب عبارت
0u، 0v ،

0w ،
x، 

، 
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0u، *

0v، *
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x، *

  و*

z،  در عبارات زیر

(، 29( و )25(، )19( تا )13(، )10(، )8های دوگانه در روابط )انتگرال
بایستی برابر صفر قرار داده شوند. با انجام این کار، پس از 

 اند:سازی، معادلات تعادل به صورت زیر به دست آمدهمرتب
معادله اول، ضرایب 
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معادله دوم، ضرایب 
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معادله سوم، ضرایب 
0w: 

8. Fundamental lemma of the calculus of variations 
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 ...ایاستوانه یچیهای ساندوتحلیل ارتعاشات آزاد پوسته
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معادله چهارم، ضرایب 
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معادله پنجم، ضرایب 
: 
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معادله ششم، ضرایب 
z 11، در حالت C: 
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*معادله هفتم، ضرایب 

0u،  13در حالت C: 
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*معادله هشتم، ضرایب 

0v،  13در حالت C: 
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 (35
) 

*معادله نهم، ضرایب 

0w 11، در حالت C: 
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*معادله دهم، ضرایب 

x 14، در حالت C: 
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*معادله یازدهم، ضرایب 

 14، در حالت C: 

62

*2

52

*

0

2

342

2

4
0

32

0

2

**

**

)(

3
11

I
t

I
t

v
CI

t
I

R
I

t

v

RS
Rx

MM

R

x







































 

(38)  

*معادله دوازدهم، ضرایب 

z 12، در حالت C: 
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-های جرمی به صورت زیر تعریف شده(، اینرسی39( تا )14که در روابط ) 

 اند:

(𝐼0, 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3, 𝐼4, 𝐼5, 𝐼6) 

= ∑ ∫ 𝜌𝑘

𝑧𝑖+1

𝑧𝑖

(1, 𝑧, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5, 𝑧6) (1 + 𝛾0

𝑧

𝑅
) 𝑑𝑧

𝑁𝐿

𝑖=1

 (40) 

 

(، 40که در رابطه )
k  عبارت است از چگالی لایهk- .ام

همچنین با استفاده از  اصل هامیلتون، امکان استخراج معادلات 
آید. بار دیگر بر مبنای قضیه شرایط مرزی پوسته نیز فراهم می

های اساسی حساب تغییرات، مجموع کل ضرایب عبارت
0u ،

0v

 ،
0w ،

x ،
 ،

z ،*

0u ،*

0v ،*

0w ،*

x ،*

 و
*

z( 18(، )14(، )12های یگانه در روابط )گرال، در عبارات زیر انت
(، بایستی برابر صفر قرار داده شوند. با انجام این کار، پس از 19و )

Lxو  0xسازی، معادلات شرایط مرزی در مرتب   به
 اند:صورت زیر به دست آمده

00 u            → 0ˆ  xx NN  (41)  

00 v            →     0ˆˆ
00    xxxx MRNMRN  (42)  

00 w            → 0ˆ  xx QQ  (43)  

0x            → 0ˆ  xx MM  (44)  

0            → 0ˆ   xx MM  (45)  

01 zC             →   0ˆ
1  xx SSC  (46)  

0*

03 uC             →   0ˆ **

3  xx NNC  (47)  

0*

03 vC             →   0ˆ **

3   xx NNC  (48)  

0*

01 wC             →   0ˆ **

1  xx QQC  (49)  

0*

4 xC             →   0ˆ **

4  xx MMC  (50)  

0*

4 C            →   0ˆ **

4   xx MMC  (51)  

0*

2 zC             →   0ˆ**

2  xx SSC  (52)  
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 جمیاسکندر ، رضا آذرافز، جعفریبنیدریداور، محسن ح یعل

 استخراج عملگرهای ديفرانسیلی 5 .2 
جابجایی -حل معادلات تعادل، ابتدا باید از روابط کرنش به منظور

های جه(، مقادیر کرنش را در رابطه منت14تعریف شده در روابط )
عادل تتنش، جایگذاری کرد. سپس روابط حاصل شده را در معادلات 

جداسازی  (، جایگذاری نمود. پس از39( تا )28پوسته، یعنی روابط )
، سازیهای جابجایی و مرتبلفهمشتقات مربوط به هریک از مؤ

 اند.عملگرهای دیفرانسیلی به دست آمده
های طبیعی در این بخش، به منظور محاسبه فرکانس

لات ارتعاشات آزاد به همراه شکل مودهای متناظر، به حل معاد
داخته ای، که در بخش قبل به دست آمد، پرتعادل پوسته استوانه

 شده است. 

م شده، ، تاکنون در بین تحقیقات انجابر اساس اطلاع نگارنده
وسته بخش ارتعاشات آزاد که بر مبنای تئوری مرتبه بالای پ تحلیل

 اند. قبل، در این بخش انجام پذیرفته است، مشاهده نشده

 تحلیل ارتعاشات آزاد  6 .2 
شرایط  به منظور حل معادلات تعادل، ابتدا لازم است با توجه به

های توابع مناسب برای مؤلفهمرزی مفروض )دو سر ساده(، 
شرایط مرزی  ای اختیار شوند. این توابع بایدجابجایی پوسته استوانه

ساده  هندسی و نیرویی پوسته را ارضاء کنند. شرایط مرزی دو سر
 [:15اند ]به صورت زیر تعریف شده

* * * *

0 0 0 0

* *

0

0

z z

x x x x

v w v w

N M N M

           

   

 (53) 

(، 53به منظور ارضای شرایط مرزی ذکر شده در رابطه ) 
ای به صورت حاصل ضرب توابع های جابجایی پوسته استوانهمؤلفه

tTmn)(12 مثلثاتی در مختصات تعمیم یافته
به صورت زیر در نظر   

 [:16اند ]گرفته شده

)(coscos00 tTnxuu mnmn   )(coscos*

0

*

0 tTnxuu mnmn   

 

(54) 

)(sinsin00 tTnxvv mnmn   )(sinsin*

0

*

0 tTnxvv mnmn   

)(cossin00 tTnxww mnmn   )(cossin*

0

*

0 tTnxww mnmn   

)(coscos tTnx mnmnxx    )(coscos** tTnx mnmnxx    

)(sinsin tTnx mnmn     )(sinsin** tTnx mnmn     

)(cossin tTnx mnmnzz    )(cossin** tTnx mnmnzz    

Lm(، 54که در روابط )  همچنین در تحلیل .

tiارتعاشات آزاد  mne
=)(tTmn

در نظر گرفته شده است که  
mn 

( m,nشماره ) ( مربوط به مودrad/secفرکانس طبیعی )بر حسب 
شماره موج محیطی  nعبارت است از شماره نیم موج طولی و  mکه 

است. همچنین 
mnu0

 ،
mnv0

 ،
mnw0

 ،
mnx ،

mn ،
mnz ،*

0mnu ،
*

0mnv ،*

0mnw ،*

mnx ،*

mn  و*

mnz طبیعی  هایثوابت شکل مود

ای از های جابجایی پوسته استوانههستند. پس از جایگذاری مؤلفه
 (، به ازای هر یک از مقادیر39( تا )28( در معادلات تعادل )54)روابط 

m  وn:یک دستگاه معادلات به صورت زیر حاصل شده است ،
 

(55)  
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( 55که در رابطه )
ijL ها عملگرهای دیفرانسیلی هستند. برای

تفاده حل این دستگاه معادلات، از روش گالرکین به صورت زیر اس
 [:92-93شده است ]

       0)(
0

2

0
 

L

mnij ddxtTL


  (56) 

( 56که در رابطه )  بردار شکل مودهای طبیعی و  
اند:هستند و به صورت زیر تعریف شده 12بردار توابع وزنی 
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 ...ایاستوانه یچیهای ساندوتحلیل ارتعاشات آزاد پوسته

 
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 
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(57) 

 

بندی ه( و دست56گیری ذکر شده در رابطه )با انجام انتگرال
 ضرایب، معادله مقدار ویژه زیر حاصل شده است:

}0{[  M]{d}K mn  (58) 

2( 58که در رابطه )

mnmn    و}d{  بردار ثوابت شکل مود

 است و به صورت زیر تعریف شده است:

{d}=

 T

mnzmnmnxmnmnmnmnzmnmnxmnmnmn wvuwvu ****

0

*

0

*

0000  
 (59) 

ای ه( برای به دست آوردن فرکانس58معادله مقدار ویژه ) 
رین مودهای متناظر با آنها حل شده است. کوچکتطبیعی و شکل 

رکانس فمقدار ویژه عبارت است از مجذور فرکانس پایه )کوچکترین 
طبیعی پوسته یا 

f( برای حل معادله مقدار ویژه .)فزار ا( از نرم58

MATLAB 7.3  .استفاده شده است 

 شکل مودها 9نرمالیزه کردن 7 .2 
آنها  10ای، تعامداز خواص مهم مودهای ارتعاشی پوسته استوانه

مودهای های جرم و سفتی است. تعامد شکل نسبت به ماتریس
 [:17پوسته نسبت به ماتریس جرم، بصورت زیر بیان شده است ]

(60) 







  jnandimif

jnorimif
ddx

L

ij

T

mn
0

0

0

2

0



M  

که در آن 
mn  همان بردار شکل مودهای طبیعی تعریف شده

نسبت به  11( است. سپس شکل مودهای نرمالیزه58در رابطه )
 اند:ماتریس جرم به شیوه زیر محاسبه شده

(61) 1
0

2

0  
L

mn

T

mn ddx


M  

ه ازای و در نتیجه بردار شکل مودهای طبیعی نرمالیزه شده، ب
 به دست آمده است. n و  mهر یک از مقادیر 

                                                           
12.  Normalization 

13.  Orthogonality 

ای تحلیل ارتعاشات آزاد پوسته استوانه 3 

FML/Core/FML  با هستهFGM  
 ای ساندویچیدراین بخش، به تحلیل فرکانسی پوسته استوانه

FML/Core/FML های بالا و پایین از جنس با رویهFML  دما
-Pس و هسته از جن Ti/C 2/1 [0/90/0]چینی متقارن بالا با لایه

FGM یوم )تیتان-ایدتیتانیوم بور-با ساختار متقارن تیتانیومTi-TiB-

Ti پرداخته شده است. خواص مواد تشکیل دهنده )P-FGM  به
 [:18صورت زیر در نظر گرفته شده است ]

              (Tiفلز تیتانیوم )
3

222 4512,24.0,110 mkgGPaE   (62) 

           (TiBسرامیک تیتانیوم بوراید )
3

111 4630,14.0,370 mkgGPaE   
(63) 

وزیع توانی طبق قانون ت P-FGMتوزیع خواص ماده در هسته 
ه و به صورت متقارن حول سطح میانی پوسته در نظر گرفته شد

متداد ااست. به طور مثال، توزیع مدول یانگ در جهت محوری و در 
ون توانی ای به ازای مقادیر مختلف نمای قانضخامت پوسته استوانه

(N مطابق شکل )است. 1 

 
مت پوسته توزیع مدول یانگ در جهت محوری و در امتداد ضخا -1شکل 

(؛ ساختار N) ای ساندویچی به ازای مقادیر مختلف نمای قانون توانیاستوانه
و هسته   Ti/C 2/1 [0/90/0]های با  رویه FML/Core/FMLساندویچی 

P-FGM   با ساختار متقارنTi-TiB-Ti. 

14. Normalized Mode Shapes 
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 در ساختار ساندویچی FGMکسر حجمی هسته 
FML/Core/FML  به صورت نسبت ضخامت هسته به ضخامت

در نظر گرفته  7/0تعریف شده است و برابر  hcore/hکل پوسته یا 
( MVFیا  Metal Volume Fractionاست. کسر حجمی ) شده

ها نیز برابر به کار رفته در رویه FML( در ساختار Tiفلز تیتانیوم )
نمایش داده  2ر که در شکل است. همانطو و در نظر گرفته شده 7/0

های ساندویچی شده است، کوچکترین فرکانس طبیعی پوسته
FML/Core/FML  با استفاده 1با ساختار مورد بررسی در شکل ،

محاسبه شده، با مقادیر به  1های معرفی شده در جدول از تئوری
 اند. مقایسه شده ABAQUSافزار دست آمده به کمک نرم

 C4تا  C1های پوسته با تغییر ضرایب اع مختلف تئوریاز انو برخی -1جدول

 تئوری نام رديف

 نوع کننده تعیین ضرايب

 تئوری

4C 3C 2C 1C 

1 c*RHOST 0 0 0 0 

2 RHOSTAc 1 0 0 0 

3 RHOSTAc 1 1 0 0 

4 RHOSTBc 0 0 0 1 

5 RHOSTBc 1 0 0 1 

6 RHOSTc 1 1 0 1 

7 RHOSTc 0 0 1 1 

8 RHOSTc 1 0 1 1 

9 RHOSTc 1 1 1 1 

Shear deformation Theory *: Refined Higher-Order 

ای مقطع پوسته اثر شکل ذوزنقهبا توجه به در نظر گرفتن 

(𝛾0 =  یتئور هر نام یابتدا به Refined مخفف R حرف، (1

همچنین برای محاسبه انتگرال  .است شده افزوده 1 جدول در
1)( کسر شامل عبارت 12های تنش در رابطه )منتجه + 𝛾0 𝑧 𝑅⁄ ) 

سپس با در نظر گرفتن همه  و داد بسط یسر صورت به توانمی را
به صورت دقیق محاسبه نمود. مربوطه را  انتگرال جملات در سری،

( در انتهای نام Complete)مخفف  c، منظور از حرف 1در جدول 
هر تئوری، به معنی در نظر گرفتن همه جملات در سری معادل 

1)کسر شامل عبارت  + 𝛾0 𝑧 𝑅⁄ -منتجه انتگرال محاسبه یبرا (

 است. به صورت کامل و دقیق (12) رابطه در تنش یها

 FGMهای تغییرات تدريجی خواص ماده در مدل 1 .3 

طح تا بصورت هموار و پیوسته از یک س FGMخواص مکانیکی در 
تاناکا -کند. برخی محققین از مدل موریسطح دیگر تغییر می

(Mori-Tanaka برای تعیین تغییرات تدریجی خواص ماده در )
[. بسیاری از محققین از 19اند ]امتداد ضخامت استفاده کرده

مانند  S(، تابع هلالی یا Power-lawهای تابع توانی )مدل

(Sigmoid( و یا تابع نمایی )Exponentialاستفاده کرده )اند 
[20 .] 

( استفاده شده است. P-FGMهای تابع توانی )در پژوهش حاضر از مدل
 [.20اند ]روابط توصیف کننده این توابع، در ادامه آورده شده

 (:P-FGMتابع توانی ) مدل 
 تغییرات کسر حجمی ماده در این مدل به صورت زیر است:

(64)  

مختصه مکانی در راستای ضخامت  z( 64که در رابطه )
FGM ،h  ضخامتFGM  وN ( نمای قانون توانیPower-law 

exponent است. با این تعریف، تغییرات خاصیت ماده ایزوتروپیک )
( در و ضریب پواسون P  اعم از مدول یانگ(E چگالی ،

 (، به صورتP-FGMتابع توانی ) راستای ضخامت، بر طبق مدل
 آید:در می زیر

(65)  

z  =خاصیت ماده در سطح بیرونی  1P(، 65که در رابطه )

2/h+  2وP  2خاصیت ماده در سطح داخلی/h-=  z  .است 
، از ABAQUSافزار برای مدلسازی پوسته ساندویچی در نرم

استفاده شده است. به منظور مدلسازی هسته  SRالمان پوسته 
FGM کافی زیرلایه، ضخامت هسته به تعداد( هایsub-layers )

ایزوتروپیک همگن تقسیم شده، خواص ماده مربوط به هر زیرلایه، 
( محاسبه شده است. سپس فهرست خواص ماده 65طبق روابط )

افزار با ها، با ایجاد تغییر در فایل ورودی نرممربوط به همه زیرلایه
اند. پوسته شده(، وارد کتابخانه مواد مدل المان محدود inp.*پسوند )

آنگاه با فراخوانی هر یک از خواص ماده از کتابخانه مواد و اختصاص 
دادن این خواص به زیرلایه متناظر، توزیع خواص ماده در امتداد 

مدلسازی شده است. در هر مورد، مطالعه  FGMضخامت هسته 
ها صورت پذیرفته، از کافی همگرایی نتایج بر حسب تعداد زیرلایه

اطمینان حاصل  FGMها برای مدلسازی هسته اد زیرلایهبودن تعد
شده است. به عنوان مثال، برای رسیدن به همگرایی جواب، به ازای 

زیرلایه با  250به تعداد  FGM، ضخامت هسته =2/0h/Rنسبت 
 بندی شده است.های مساوی تقسیمضخامت

 تايجن 4 
شکل  ست، باز هم نتایج تئوری  2همانطور که در  شاهده ا قابل م

RHOST c تایج تئوری با ن قایستتته  RHOST در م Ac  به
تر استتتت. در پوستتتته نزدیک ABAQUS/Standardنتایج حلگر 

FML یه ماده در لا که خواص  یل این پایین، به دل بالا و  های 
یه یک و در لا یک استتتتت، اایزوتروپ یانی، اورتوتروپ ثر های م

در مؤلفه جابجایی عرضی  (zو  z  ،z)های مرتبه بالاتر عبارت
(wدر مقایستتته با اثر عبارت ) به بالاتر در  ( zو  z) های مرت



N

f
h

hz
zV )

2
()(




21 ))(1()()( PzVPzVzP ff 


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 ...ایاستوانه یچیهای ساندوتحلیل ارتعاشات آزاد پوسته

گویی فرکانس، ( در پیشvو  uای )های جابجایی صتتتفحهمؤلفه
لب می بل توجه بین غا قا جاد اختلاف  بب ای شتتتود. این امر ستتت

RHOSTهای دو تئوری جواب c  وRHOST Ac شتتود. می
با هستتته  FML/Core/FMLدر حالی که در پوستتته ستتاندویچی 

FGM های بالا و پایین، ارتوتروپیک ، چون خواص ماده در در رویه
های (، ایزوتروپیک استتت، نقش عبارتFGM)و در هستتته میانی 

و  uای )های جابجایی صتتفحهدر مؤلفه ( zو  z) مرتبه بالاتر 
vبالاتر  های مرتبهبارت( در مقایستتته با ع(z  ،z  وz) مؤلفه  در

 کند. ( اهمیت پیدا میwجابجایی عرضی )

 
کوچکترین فرکانس طبیعی بر حسب نسبت ضخامت به شعاع  -2شکل 

(h/Rپوسته استوانه ) ای ساندویچی به ازای مقادیر مختلف نمای قانون توانی
(N ،)1=L/R  ؛ ساختار ساندویچیFML/Core/FML های با  رویه

(7/0=MVF )Ti/C 2/1 [0/90/0]  و هستهP-FGM   با ساختار متقارن
Ti-TiB-Ti  (7/0= hcore/h.) 

ساندویچی  فرکانس طبیعی پوسته کوچکترین
FML/Core/FML  بر حسب کسر حجمی  1مورد بحث در شکل

و  AcRHOST( با استفاده از دو تئوری h/coreh) FGMهسته 
RHOSTc  نمایش داده شده است.  3محاسبه شده، در شکل 

 
کوچکترین فرکانس طبیعی پوسته ساندویچی  -3شکل 

FML/Core/FML  بر حسب کسر حجمی هستهFGM (hcore/h ، )
1=L/R  ،2/0=h/R ؛ رویه( 3/0های=MVF )Ti/C 2/1 [0/90/0]  و

ل ؛ )اعداد داخ N=1و با  Ti-TiB-Tiبا ساختار متقارن   P-FGMهسته 
 پرانتز نشان دهنده شماره مود هستند(

، h/corehمشخص است، با افزایش  3همانطور که در شکل 
در مقایسه  RHOST9Acدرصد تفاوت فرکانس حاصل از تئوری 

تر( افزایش یافته است. این )تئوری دقیق RHOST12cبا تئوری 
، h/coreh=1و به ازای  h/coreh ،98%/1=0درصد تفاوت به ازای 

است. همچنین، همانطور که در شکل مشخص شده است،  2/41%
گویی شماره مود ارتعاشی پوسته نیز در پیش RHOST9Acتئوری 

 دچار خطا شده است.

 
 پوسته یانگ مدول حسب بر ایزوتروپیک پوسته فرکانس کوچکترین -4 شکل

(E )3/0 ایزوتروپیک ماده؛خواص 1 جدول در شده ذکر هایتئوری ازای به=ν  ،
kg/m37900= 𝝆  ،1=L/R  ،05/0=h/R ( 1،4، شماره مود(=)n،m.) 

 جدول در نظر مورد پوسته یهایتئور جینتا سهیمقا منظور به
 خاص حالت در( یعیطب فرکانس نی)کوچکتر هیپا فرکانس جینتا، 1

 با 4 شکل در همگن، کیزوتروپیا جنس از میضخ یااستوانه پوسته
 شود،می ملاحظه شکل این در که همانطور. اندشده سهیمقا هم

 RHOSTAc و RHOST5c ، RHOSTAc تئوری سه نتایج

 از هاتئوری سایر نتایج همچنین. هستند نزدیک یکدیگر به بسیار
 در. هستند نزدیک یکدیگر به بسیار نیز RHOSTc تئوری جمله
 RHOSTc ، RHOSTAc تئوری سه بین اصلی تفاوت واقع،

-انعطاف آوردن حساب به در ها،تئوری سایر باRHOSTAc  و

 با بنابراین،. است ایزوتروپیک پوسته( ضخامت)تغییر  عرضی پذیری
 قابل تأثیر به توانمی ، RHOSTc تئوری بالای دقت به توجه

 جابجایی مؤلفه در (z و z ، z) بالاتر مرتبه هایعبارت توجه
 اختلاف درصد. برد پی پوسته طبیعی فرکانس بر( 8)رابطه  w نرمال

 عرضی پذیریانعطاف از آن در که RHOSTAc تئوری نتایج بین
 به ، RHOSTc یعنی تردقیق تئوری نتایج با شده، نظرصرف
 .است 9/7% تا 7/7% بین (،E) یانگ مدول مختلف مقادیر ازای

 اعتبارسنجی نتايج 5 
ارتعاشات آزاد  در این بخش، نتایج عددی به دست آمده از تحلیل

است. ، اعتبارسنجی شدهماده ایزوتروپیک همگنای پوسته استوانه
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[ با استفاده از تئوری الاستیسیته سه بعدی 21آرمناکاس و همکاران ]
ای ایزوتروپیک های استوانههای طبیعی پوستهدقیق، فرکانس

( را محاسبه کردند. سولداتوس و solid( و توپر )hollowتوخالی )
های [ برای حل مسأله ارتعاشات آزاد پوسته22ئورجیو ]هاجیج
با  12ای جدار ضخیم و نسبتاً ضخیم، یک شیوه تکراریاستوانه

استفاده از حل دقیق معادلات الاستیسیته سه بعدی توسعه دادند. 
[ تطابق خوبی داشت. 21های آنها در مقایسه با حل مرجع ]جواب

 را به صورت زیر معرفی کردند: آنها پارامتر فرکانسی 

EL )1(   
(66) 

به ترتیب مدول یانگ،  و  E ،(، 66که در رابطه )

فرکانس طبیعی بر  طول پوسته و  Lچگالی و ضریب پواسون، 
انسی اول نتایج پارامتر فرک 2حسب رادیان بر ثانیه است. در جدول 

 تئوری  حاصل ازRHOST12c [ و21حاضر، با نتایج مراجع ] 
بسیار  شود، انطباق[ مقایسه شده است. همانطور که ملاحظه می22]

شده است. [ حاصل 21خوبی بین نتایج حاضر با نتایج مرجع ]
های شیوه ( ملاحظه می شود، جواب2همانطور که در جدول )

بعدی ته سههای الاستیسی[ غالباً اندکی بزرگتر از جواب22تکراری ]
حاضر،  RHOST12cهای تئوری که جواب [ است در حالی21]

[ 21های الاستیسیته سه بعدی ]غالباً اندکی کوچکتر از جواب
 هستند. 

حاسبه شده به روش من پارامتر فرکانسی اول،  مقایسه بی -2جدول 

RHOST12c[ 22[ و شیوه تکراری ]21، حل دقیق الاستیسیته سه بعدی ]
 (m ،1/0=R/L ،3/0 =1ایزوتروپیک )ای های استوانهبرای پوسته

آرمناکاس و 

 [21همکاران ]

سولداتوس و 

 [22هاجیجئورجیو ]

پژوهش حاضر 

(RHOSTc) 
n h/R 

06226/1 06238/1 06142/1 1 

 
 

1/0 

88233/0 88260/0 88158/0 2 

80925/0 80963/0 80860/0 3 

89877/0 89905/0 89819/0 4 

-- 12216/1 12156/1 5 

18889/1 18908/1 18622/1 1 

 
 

2/0 

10092/1 10121/1 09885/1 2 

19755/1 19793/1 19644/1 3 

48933/1 48975/1 48941/1 4 

-- 91389/1 91475/1 5 

33727/1 33761/1 33309/1 1 

 
 

3/0 

32335/1 32371/1 32101/1 2 

52764/1 52805/1 52779/1 3 

92660/1 92695/1 92944/1 4 

-- 44628/2 45177/2 5 

                                                           

12. Iterative approach 

 گیرینتیجه 6 
وردهای ترین نتایج و دستاممهکر شده، ذهای بر اساس نتایج و بحث

توان به طور های پژوهش حاضر را میمبتنی بر نوآوری کاربردی
  :مختصر در موارد زیر خلاصه کرد

 قتد محاسبه گردد، تر( دقیقz/R +1) هایهر چه اثر عبارت
 نهات رو، این از. شودمی بیشتر شده محاسبه طبیعی هایفرکانس

 گویی، تئوری قابل اعتماد است و برای پیشRHOST12c تئوری
 هایرتعاشات آزاد استوانها تحلیل در طبیعی هایفرکانس دقیق
 RHOST12c تئوری لذا. کندمی کفایت توخالی/توپر و طویل/کوتاه

به عنوان دستاورد محاسباتی جدید و کاربردی پژوهش حاضر 
 .   شودمحسوب می
 متناظر طبیعی هایبرای محاسبه فرکانس HOST12تئوری 

 فایتک ضخیم بسیار و ضخیم هایاستوانه بالاتر مودهای شماره با
 برای محاسبه RHOST12c تئوری قابلیت که حالی در. کندنمی

 هایهاستوان بالاتر مودهای شماره با متناظر طبیعی هایفرکانس
 RHOST12cضخیم و ضخیم، عالی است. همچنین تئوری  نسبتاً

 ارهمش با متناظر طبیعی هایفرکانس گوییقابلیت خوبی برای پیش
 .دارد ضخیم بسیار ایزوتروپیک هایاستوانه بالاتر مودهای

 FGMبا هسته  FML/Core/FMLدر پوسته ساندویچی 
و در  کارتوتروپی پایین، و بالا های، چون خواص ماده در رویه

های مرتبه (، ایزوتروپیک است، نقش عبارتFGMهسته میانی )
( در vو  u) ایصفحه جابجایی های( در مؤلفه 3zو  2zبالاتر ) 

فه ( در مؤل3zو  z ،2z ) بالاتر مرتبه هایمقایسه با  عبارت
 . کند( اهمیت پیدا میwجابجایی عرضی )

 ساندویچی ، درصد تفاوت فرکانس پوستهh/corehبا افزایش 
FML/Core/FML  با هستهFGM حاصل از تئوری ،

RHOST9Ac  در مقایسه با تئوریRHOST12c تر( )تئوری دقیق
 گوییدر پیش RHOST9Acافزایش یافته است. همچنین، تئوری 

 .است شده خطا دچار نیز پوسته ارتعاشی مود شماره
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