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Using the semi-analytical finite strip method, this study 

investigates the buckling and postbuckling behavior of laminated 

composite plates embedded with shape memory alloy (SMA) 

fibers under uniform thermal loading. The primary objective is to 

examine the influence of SMA fiber placement on the structural 

response of the plate. The finite strip method employs 

trigonometric functions, allowing the energy integral to be 

evaluated analytically. The zig-zag displacement deformation 

theory, based on Reddy’s layerwise approach, is implemented in 

conjunction with the nonlinear von Kármán compatibility 

relations. The solution methodology relies on minimizing the total 

potential energy and solving either an eigenvalue problem or a 

system of nonlinear equations using the incremental-iterative 

Newton–Raphson method. By adopting a simplified one-

dimensional Brinson model, the effects of SMA fibers including 

pre-strain at various volume fractions on the buckling and 

postbuckling behavior of composite plates are thoroughly 

analyzed. Drawing on previous research and existing literature, 

the finite strip method is applied accurately, and significant 

findings are obtained. 
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ای حاوی فیبر آلیاژهای  های لایهکمانش کامپوزیتتحلیل کمانش و پس

 دار با استفاده از روش نوار محدودحافظه

 2و حمیدرضا اویسی    *1سعید نصیری

 امیرکبیر، تهران، ایراندانشکده مهندسی هوافضا، دانشگاه صنعتی کارشناسی ارشد،  -1

 دانشکده مهندسی هوافضا، دانشگاه صنعتی امیرکبیر، تهران، ایراناستادیار ،   -2

 چکیده   اطلاعات مقاله

 تاریخچه مقاله:  

 1404آبان   06دریافت 
 1404دی   15بازنگری 
 1404دی  15پذیرش 

 1404بهمن  08انتشار اولین 
 

 های كلیدی:  واژه 

 کمانش کمانش و پس 

 صفحات کامپوزیتی

 دار آلیاژهای حافظه 

 روش نوارمحدود 
   زاگ-جایی زیگه تئوری جاب

  ت یتقو  ایلایه  یتیکمانش صفحات کامپوزکمانش و پس تحلیلی،  با استفاده از روش نوارمحدود نیمه  
آل با  بارگذار  دارحافظه  یاژهایشده  هدف    .شودی م  ی بررسدارند،  قرار    کنواختی  ی حرارت  یکه تحت 

الیاف حافظه   لیدلبه   نوارمحدود  در روش  باشد.دار در رفتار صفحه میاصلی بررسی تاثیر قرارگیری 
مثلثات توابع  ایم  یاعمال  به   یانرژ  نتگرالتوان  تحلرا  تئور  یلیصورت  کرد.   شکل   رییتغ  یمحاسبه 

فون کارمن اجرا شده است. روش    ی رخطیغروابط سازگاری  با    همراه   زاگ لایروایز-زیگ  جاییهجاب
از معادلات   ایمجموعه  ای  ژهیکل و حل مسئله مقدار و  لیپتانس  یحل بر اساس به حداقل رساندن انرژ

ساده   نسونیاست. با استفاده از مدل بر افزایشی-یرافسون تکرار-وتنیبا استفاده از روش ن یخطریغ
و   بر کمانشهای حجمی مختلف( کرنش در نسبت)اثرات پیش  دارحافظه افیال ریتأث  ،یبعد یکشده 
با استناد به کارهای دیگران و مطالعات   .ردیگی قرار م  ی مورد بررس  یتیکمانش صفحات کامپوزپس

 . استمدهآدست ه پیشین روش نوار محدود به درستی اعمال گردیده است و نتایج مهمی ب
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 مقدمه   .1 

ای از  توان گفت که مواد هوشمند به دستهعنوان یک تعریف کلی میبه 
د که همانند یک موجود زنده توانایی درک محیط و  نشو مواد اطلاق می

خودکار نسبت به آن واکنشی صورت  شرایط اطراف خود را داشته و به 
آلیاژهای    ،یکی از پرکاربردترین انواع مواد هوشمند  .مناسب نشان دهند

ویژه  1دارحافظه آلیاژهای  مواد  این  دارند  فلزاتی  نام  از  که  هستند  ای 
-آهن و غیره ساخته شده  ،تیتانیوم  ،نیکل   ،آلومینیوم  ،روی  ، همچون مس

را د  نشوها اعمال میرا که بر آن   بزرگهای  توانند تغییر شکلاند و می
های اعمالی بازیابی کرده و به شکل اولیه  دهی و یا حذف تنشبا حرارت 

 . [1] خود بازگردند
با معرفی ساختار فلزی در   آدولف مارتنز میلادی    18۹0در دهه  

مشهور شد قدم   2انواع مختلف فولاد، که بعدها به ساختار مارتنزیتی
مطالعات آدولف مارتنز دار برداشت.  آلیاژهای حافظه ای در کشف  عمده 
شمار ه و خواص آن ب دار  حافظه   توان اولین قدم در کشف آلیاژهای را می 
 آورد.

در  دهه  سه  حدود  از  دانشمند 1۹32  سال   پس  اولاندر  آرنه  م، 
طلا  آلیاژ  در  را  ابرکشسان  رفتار  بار  نخستین  برای  کادمیم - سوئدی 

 (Au-Cd  مشاهده کرد. سپس در )بوکانان گرنینگر و 1۹38 آلدن  م، 
ویکتور جرج مورادیان آمریکایی وابستگی فاز مارتنزیت به دما را در 

( کشف کردند و سرانجام سازوکار و مفهوم Cu-Znروی ) - آلیاژ مس 
حافظه  اثر  و  مارتنزیتی  استحاله  از  در  دقیقی  توسط 1۹51داری  م. 

کادمیم  - تر بر روی آلیاژ طلا با مطالعه دقیق   ر،لوچینگ چانگ و تام رید 
 (Au-Cdارائه شد )   [2] پژوهش   حال، نقطه عطف مطالعات و. با این-
حافظه ه  آلیاژهای  روی  بر  گرفته  انجام  می   دار ای  اثر را  توان کشف 

توسط ویلیام جیمز بوهلر   . م 1۹67تیتانیوم در  - داری آلیاژ نیکل حافظه 
نیروی دریایی ایالات  او در آزمایشگاه مهمات  آمریکایی و همکاران 

 . [ 3]  متحده آمریکا دانست 

حافظه  آلیاژ  اصل   ای مواد  فاز  کر   ی دو  ساختار  که   ی ستال ی دارند 
 یها و تنش   ن یی پا   ی نام دارد که در دماها ی مارتنزیت  ک یدارند.    یمتفاوت 

کم   ی ها بالا و تنش   ی که در دماها   3ی آستنیتگر یاست و د   دار ی پا   اد ی ز 
وجود دارد   شاخص   یچهار دما ها  SMAدر تبدیلات فازی    .است  دار ی پا 

که یی ، جا s(A(  ت یآستن   آغاز   ی دما - 1دهد:  ی فاز رخ م   ل یکه در آن تبد 
 یدما - 2کند،  ی م   تی به آستن   ی دوقلو   تی از مارتنز   ل ی ماده شروع به تبد 

شود. یم   ل یتبد   تی ، که در آن ماده کاملاً به آستن f(A(  ت یآستن   ان ی پا 
شدن   ل ی شروع به تبد   ت ی که آستن یی ، جا s(M(  ت ی مارتنز   آغاز   ی دما - 3

که ییجا   ، f(M(  ت ی مارتنز   ان ی پا   ی دما - 4کند،  ی م   ی دوقلو   ت ی به مارتنز 

 
1. Shape Memory Alloy(SMA) 

2. Martensite 

مارتنز   ل ی تبد  م   ت ی به  باش یکامل  داشته  توجه  ا   د ی شود.  تمام   نی که 
اعمال   لی تبد   ی دماها  اوقات افت ی خواهند    ش یافزا   ی با تنش  اکثر  . در 

دماهای   این  به ترتیب  باشد می  f<As<As<MfMصورت  شاخص 
 .( 1  )شکل

 

 . [3] تبدیل فازی بدون تنش و دماهای تبدیل -1 شکل

Fig. 1. Stress-free phase transformation and transformation 

temperatures [3]. 

ها را نسبت به آلیاژهای ها چند ویژگی اساسی دارند که آنSMAمواد  
 اند از: ها عبارتکند،این ویژگیدیگر متمایز می

فاز   داری: حافظه اثر   تغییر  بار  اثر  در  مارتنزیت  فاز  در  ماده  اگر 

ماند، مارتنزتی دهد و باربرداری شود کرنش پسماند در آلیاژ باقی می 
در اثر افزایش دما آلیاژ به فاز آستنیت رسیده و در ناحیه کاملا آستنیت 
تغییر  ماده  ولی ساختار کریستالی  بین خواهد رفت  از  کرنش پسماند 
به ساختار  تنش صفر(  حالت  ماده)در  سرد کردن  با  که  کرد  نخواهد 

گردد که به مجموعه کل این تغییرات کریستالی مارتنزیتی اولیه بر می 
 گویند.داری میاثر حافظه 

در بارگذاری در دماهای ثابت و بالای دمای پایان    الاستیک:اثر فوق

که ماده از ناحیه الاستیک عبور کند، کرنش ایجاد شده  طوریه آستنیت، ب 
 رود. در ماده در باربرداری کاملا از بین می 

الاستیک: شبه  حالت    اثر  برخلاف  فازی،  تبدیل  بین  دماهای  در 

برفوق شده  ایجاد  از کرنش  قسمتی  دیگر  الاستیک  قسمتی  و  میگردد 
 ماند. باقی می
 ی تیکامپوز  یرهایت  یرخطیغ  ی حرارت  یداریپا  [4]  و همکاران   یاسد

مرتبه    ی شکل برش  رییتغبا تئوری  را    SMA  افیالای تقویت شده با  هیلا
در  دنکر  یبررس  موشنکویت  اول سازگاریاز    قیتحق  ایند.   معادله 

 .  ه استاستفاده شد نسونیبر یبعدیک ی کیترمومکان
شده   تی تقو   ای ه یو زاو   تقاطع م   چینیصفحات با لایه آزاد    ات ارتعاش 

ال  حجم   SMA  اف ی توسط  کسر  اثر  پ   ی و  ال ش ی و   SMA  افی کرنش 

3. Austenite 
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 ...ادارب¬حافظه یاژهایآل بریف یحاو ای¬هیلا های¬تکامپوزی کمانش¬کمانش و پس لیتحل

 و همکاران  ری مورد مطالعه قرار گرفت. کب   [ 5شیو و همکاران ]  توسط 
کمانش صفحه بر پس   SMAاثر    نیی تع   ی را برا   تحلیلی حل  راه   ک ی   [ 6] 

لا   ت ی کامپوز  بارها   هی چند  انجا   یک ی مکان- ی حرارت  یتحت   ممختلف 
 د. دن ا د 

از   استفاده  بعدی  مدل    کیبا  همکاران  ،لایروایزسه  و   [7]  شکومار 
  ی را بررس   کنواختی  ییدما  عیصفحات در معرض توز  یکمانش حرارت

 .ندکرد
مطالعات زیادی برای برسی پایداری صفحات تقویت شده با الیاف  

حافظه حالیآلیاژهای  در  دارد  وجود  حرارتی  بارگذاری  تحت  که دار 
توان یافت. در سال  شماری برای بارگذاری مکانیکی میمطالعات انگشت

-دار را بر روی لایهتاثیر آلیاژهای حافظه  [8]  ، شائو و همکارانش2011
و با روش     ای و متعامد متقارن تحت بار محوری مکانیکی ینی زاویهچ

 اجزاء محدود بررسی کردند. 
تئوری   پایه  بر  محدود  نوار  عددی  روش  از  حاضر  تحقیق  در 

زیگهجاب پس-جایی  و  کمانش  مطالعه  برای  لایروایز  کمانش زاگ 
الیاف   از  متفاوت  حجمی  درکسرهای  کامپوزیتی  و    SMAصفحات 

 همچنین شرایط مرزی مختلف استفاده شده است. 

 دارصفحات كامپوزیتی حاوی الیاف آلیاژهای حافظه .2 

منظور ها به SMA یکیرفتار مکان قیمختلف، درک دق یکاربردها یبرا
ت، پس قبل از  اس  یها ضرورآن  لیکامل از پتانس  یتوسعه و بهره بردار

بعدی حرارتی یک -کمانش، رفتار مکانیکیاستخراج روابط کمانش و پس
مورد مطالعه   [۹]  دار توسعه داده شده توسط برینسونآلیاژهای حافظه

 گیرد.قرار می

 معادلات رفتاری و تغییر فاز  1 -2 

نامساوی  و  ترمومکانیک  قوانین  از  شده  استخراج  معادلات  اساس  بر 
تر از برینستون، رفتار ترمومکانیکی  کلازیوس دوهم در مطالعات پیش

ترتیب کرنش  که به   (ε,T,ξ)ای توسط پارامترهای  بعدی آلیاژ حافظهیک
  ن یتا اگرین، دما و کسر مارتنزیتی هستند، بیان گردیده بود. مطالعات  

متغ داخل  ریمرحله،  مارتنز  یبرا  یحالت  ماده    ی سادگبه ،  ξ  تیکسر 
  بود در نظر گرفته شده    تیشده به مارتنز  لیدهنده درصد ماده تبدنشان

  م یبه دو قسمت تقس  ξ  تیکسر ماده مارتنز  نسون،یطبق مدل برولی    [۹]
 . شودیم

(1) s T  = + 

کسر مارتنزیت تنشی    sξ  و   بیانگرکسر مارتنزیت دمایی   Tξ  ترتیب به 
است. ها آن   و مجموع   باشد می  یک  تا  بین صفر  عددی  تعریف    ،  با 

پایین  دماهای  برای  رفتاری  معادله  ماتنزیت  کسر  از  از  جدیدی  تر 

مارتنزیت   فاز  شروع  دقیق   s(M(دمای  رفتار  پیش نیز  بینی  تری 
 کند. می 

 

 .[3] تنش مدل برینسون-دماپروفیل  -2 شکل

Fig. 2. Temperature–stress profile of the Brinson model [3]. 

های تبدیل ساختار آلیاژ  خطوط رسم شده مرز ناحیه  2  در نمودار شکل
SMA  2  صورت معادلهدر نهایت معادله رفتاری به دهند.را نمایش می 

 تعریف گردید:
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 نمایش داده شده است.  2 دماهای تبدیل در شکل
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 آید:دست میه از رابطه زیر ب ΤξΔمقدار 
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 :آستنیتتغییر فاز به 
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ترتیب بیانگر دما، تنش و نسبت مارتنزیتی به   ξو    T ،  σدر روابط فوق  
های زیر نویس صفر مربوط به شرایط  دار هستند و اندیسآلیاژ حافظه

 اند.تعریف شده 1-باشد و بقیه متغیرها در جدولاولیه آلیاژ می
کوپله هستند و با    6تا    3همراه معادلات تبدیل فازی  به   2  معادله

می روابط  این  شده  کوپل  تنشحل  نمودارهای  دیگر - توان  و  کرنش 
  [ ۹]  مشخصات آلیاژ نایتینول منبع  1-نمودارها را ترسیم کرد. در جدول

 ها برای رسم نمودارها استفاده شده است. ذکر شده و از این داده

 [. ۹] مشخصات نایتینول -1جدول 

Table 1- Properties of Nitinol [9]. 

Residual 

Strain 
Conversion 

Constants 

Phase 

Transformation 

Temperatures 
Young's 

Modulus 

=0.067Lε 

=8 MPa/ MC

ºC 

=13.5 AC

MPa/ ºC 

𝜎𝑠
𝑐𝑟

= 100 𝑀𝑃𝑎 

𝜎𝑓
𝑐𝑟

= 170 𝑀𝑃𝑎 

=9  ºCfM 

=18.4 ºCsM 

=34.5 ºCsA 

=49 ºCfA 

=67 aE

GPa 

=26.3 mE

GPa 

Θ=0.55 

MPa/ºC 

 

 .SMAکرنش  الیاف - نمودار تنش -3 شکل

Fig . 3. Stress–strain curve of SMA fibers. 

شکل نتایج  3  در  با  شده  رسم  نمودارهای  معرف  توخالی  نقاط   ،
- با توجه به دماهای تبدیل در جدول   باشند.می  [10]  آزمایشگاهی منبع

درجه که بالاتر از دمای فاز پایانی آستنیت است اثر    50برای دمای    1
 

1. Multi-Cell Micromechanics 

فوق الاستیک قابل مشاهده هست که مقدار کرنش پسماند در نهایت 
مقداری کرنش پسماند   sAتر از  صفر شده است ولی برای دمای پایین

باشد. این کرنش  فوق الاستیک میوجود دارد که نشان دهنده اثر شبه
پسماند در حالت بدون تنش با اعمال بار حرارتی و افزایش دما تا بالای  

 رود.از بین می fAدمای 

 SMAهای دارای خواص مکانیکی معادل لایه 2 -2 

حرارتی   و  مکانیکی  معادل  خواص  تعیین  برای  متفاوتی  رویکردهای 
توان به رویکرد  صفحات کامپوزیتی وجود دارد. از جمله این رویکردها می

بعدی  های الاستیسیته سههای نیمه تجربی و مدلمقاومت مصالح، مدل
باشد در شدت تابع دما میه دار بخواص آلیاژهای حافظهاشاره کرد. چون  

استفاده شده    [ 11]  1ایهای میکرومکانیک شبکه مراجع مختلف از مدل
 اند.ذکر شده ۹و  8، 7است که در معادلات 
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sV  ،sE   وsG    به ترتیب بیانگر نسبت حجمی، مدول یانگ و مدول برشی

نیز بیانگر ضریب     νو  α  باشند.در هر لایه کامپوزیتی می  SMAالیاف  
اعداد زیر نویس نشان  انبساط حرارتی و ضریب پواسون می  باشند که 

نشان دهنده جهت الیاف    1دهنده خواص در جهات مختلف هستند. عدد  
خواص ماتریس صفحه    mباشد. زیر نویس  الیاف میجهت عمود بر    2و  

 کند. را بیان می
معادله  SMA  الیاف  برشی   لمدو  و  یانگ  لمدو  مقدار از    ۹  نیز 
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 ...ادارب¬حافظه یاژهایآل بریف یحاو ای¬هیلا های¬تکامپوزی کمانش¬کمانش و پس لیتحل

رابطه فوق،  و به   AEو    ME  در  آستنیت کامل  یانگ در  ترتیب مدول 

های خاص با توجه به ویژگی .  هستند مدول یانگ در مارتنزیت کامل  

SMA   ها در صفحات کامپوزیتی علاوه بر تغییر خواص قرارگیری آن

ها و درنهایت همان ماتریس مکانیکی باعث تغییر در انرژی پتانسیل آن 

برای مدل سختی می  فیبرهای گردد که  شده در   ه یتعب   SMA  سازی 

 نی اول   .شود میدو روش مختلف استفاده  از    ی تی مواد کامپوز   ی ساختارها 

در   ریی ( است، که در آن تغ APT) 1فعال  یژگ یو   م ی استفاده از تنظروش  

الاست  گرما   SMA  کی مدول  سفت  ی برا   ش یبا  صفحه   ی اصلاح 

م   ت ی کامپوز  جسم    شود. یاستفاده  دمای  به  توجه  با  روش  این  در 

  م ی با توجه به تنظ گردد. در روش دوم  خواص کلی ماده استخراج می 

قبل از قرار دادن    SMAهای  الیاف (،  ASET)   2کرنش فعال   ی انرژ 

کامپوز   ک ی در   مارتنزیتی    ، ی ت ی ماده  فاز  در  بارگذاری کششی  تحت 

می  الیاف قرار  به  که  م   ه ی اول   ی ها کرنش ها،  گیرد  این    شود ی داده 

ناحیه   به  رسیدن  تا  ادامه    Detwinned Martensiteبارگذاری 

حالت خواص پلاستیک دارد با باربرداری  یاید و چون ماده در این  می 

الیاف در  مقداری کرنش پسماند در آن باقی می  ماند. در این حالت 

 . [ 10د ] گیر زمینه ماتریسی قرار می 

گیرد و با توجه به  ، صفحه تحت بار حرارتی قرار می ASETدر روش  

در زمینه کامپوزیتی، این ماده با افزایش دما تمایل    SMAخواص آلیاژ  

دارد که به شکل اولیه برگردد ولی چون در ماده زمینه ماتریسی محصور 

داری( از حالت اولیه برگردد )اثر حافظهتواند به صورت آزادنه نمیاست به 

طرفی چون صفحه تحت بار قرار دارد نیز تمایل به تغییر شکل دارد که  

به صفحه در مقابل این تغییر شکل مقاومت    SMAنیروی منتقل شده از  

تنشمی صفحه  در  دما  افزایش  به  نسبت  اصطلاحی  به  که  های  کند 

می  3بازیابی میایجاد  را  بازیابی  تنش  این  کردن شود.  مدل  با  توان 

ب  SMAالیاف طرفین  از  تیر  همحصور  یک  با  معادل  که  آورد  دست 

باشد.  باشد که دارای شرایط مرزی گیردار در دوسر آن میبعدی مییک

در   ماده  روشحالتیچون  از  می  ASETکه  بارگذاری استفاده  اثر  کند 

در    2  مکانیکی در ماده داریم با توجه به نمودارهای تغییر فاز در شکل 

تبدیل جدول دماهای  به  نسبت  بالاتری  خواهیم    1  دماهای  فاز  تغییر 

منبع از  بازیابی  تنش  مقادیر  زیر محاسبه  به  [8]  داشت.  روابط  صورت 
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1. Active Property Tuning  
2. Active Strain Energy Tuning 
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چون ماده در حالت ابتدایی دارای کرنش پسماند ناشی از تغییر فاز  
باشد پس مقدار ابتدایی کسر مارتنزیت صفر نیست. مقدار  مارتنزیتی می

𝜉𝑠0از رابطه   0sمارتنزیت تنشی =
𝜀0

𝜀𝐿
آید. در روابط فوق  دست میه ب 

𝐴𝑠 ′
𝜎 𝐴𝑓

𝜎   باشند که از رابطه  ترتیب دمای پایان و شروع فاز آستنیت میبه
 : شوندزیر استخراج می
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  4  در شکل  10  بازیابی بر حسب دما با استفاده از معادلهنمودار تنش
 رسم گردیده است. 

 

 . های مختلفکرنشبازیابی در پیشنمودار تنش  -4 شکل

Fig. 4. Recovery stress diagram at different pre-strains. 

های متفاوت نمودار تنش بازیابی رسم شده کرنش ، برای پیش 4  در شکل 
نیز مقایسه [  ۹[ و برینسون ] 14[، لی ] 13رو و همکاران ]   است و با نتایج 

به  فاز  تغییر  از شروع  قبل  نمودار در دماهای  به  توجه  با  است.  گردیده 
شود که این تغییرات  آستنیت مقدار محسوسی تنش یازیابی نیز تولید می 

باشد و در ناحیه  شدت افزایشی می بین دمای شروع و پایان فاز آستنیت به 
ماند. پارامتر  کاملا آستنیت این تغییرات بسیار اندک و تقریبا ثابت باقی می 

کند. اکنون که کسر مارتنزیتی نیز با تغییرات دما، مقدار آن تغییر پیدا می 
مقدار آن    10  معادله   توان از مقدار تنش به ازای هر دما مشخص است می 

 این نتایج رسم شده است.   5  دست آورد که در شکل ه را ب 

های مختلف  کرنش ، تغییر نسبت مارتنزیتی در پیش 5  با توجه به نمودار شکل 
گردد تا دمای نهایی تبدیل به فاز کاملا آستنیت در دماهای مختلف  باعث می 

ترتیب در دماهای  های نیم، یک و دو درصد به کرنش روی دهد برای پیش 

3. Recovery Stress 
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 دهد.  درجه سانتیگراد رخ می   151/ 1و    100،  75/ 5تقریبا  

 

 . های مختلفتغییرات کسر مارتنزیتی در پیش کرنش -5 شکل

Fig. 5. Variation of martensitic fraction at different pre-strains. 

 زاگ صفحه )سینماتیک صفحه( -تئوری خمشی زیگ .3 

ا  زاگزیگ  یتئور تئور  یمبتنمقاله    ن یارائه شده در    ر ییتغ  یبر فرض 
در سطح    ییجاه جاب  ی وستگیپ  ایجادو    ه یمرتبه اول در هر لا  ی شکل برش

 یمشابه تئور  فرضیاتی  ه،ی. در هر لاباشدلایه مجاور می  بین دو  مشترک
برای درک بهتر روابط در  . [15د ]شو ی مرتبه اول در نظر گرفته م برشی 

نظر   در  را  لایه  سه  از  متشکل  کامپوزیتی  صفحه  یک  مسئله  ابتدای 
مبدا  عنوان لایه میانی و  ، لایه وسط را به 6  گیریم که مطابق شکلمی

 گیریم.  در نظر می

 

 . [15] صفحه کامپوزیتی سه لایه  -6 شکل

Fig . 6. Three-layer composite plate [15]. 

در راستای ضخامت هر   z(k)جایی متغیر  ه برای صفحه فوق در میدان جاب 
شود. باشد، تعریف می صورت محلی، که مبدا آن وسط هر لایه می لایه به 
 شود: صورت روابط زیر نوشته می جایی به ه صورت میدان جاب در این 
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فوق،د رابطه  نقطه    یهاییجاه جاب  v(k)و    u(k)  ر  هر  در  درون صفحه 

(x,y,z  ،هستند  )0u    0وv  جاب دهنده  نقطه    ییجاه نشان  درون صفحه 

(x,y,0در صفحه م )هستند،    یانیw    است،   خارج صفحهتغییر شکل xφ 

 y,φ    ترتیب حول محورعمود بر صفحه میانی به   یهاچرخشنیزy وx  

 . هستند

(  1)  نییپا  هیلا  ( و 3)  لایه بالایی  یمربوطه برا  ییجاه جاب  یهامیدان
 رابر است با: ب بیترتبه 
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 zمختصات  k2,h/kh-[∈(k)z/ [2و  ام k  ه یضخامت لا  khروابط فوق    در

میkلایه   جابام  میدان  میه باشد.  را  برایجایی  عددی    LNتوان  لایه 

 : صورت رابطه زیر گسترش دادبه 

 : بالای لایه میانی
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 : پایین لایه میانی
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M  باشد.)شماره گذاری طبق هندسه شکل بیانگر شماره لایه میانی می  

 شود(.انجام می 6

مجهولات شامل  میانی  صفحه  بالا  روابط   در 

(𝑢0, 𝑣0, 𝑤, 𝜑𝑥
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) 

مجهول در معادلات هستیم. در روش نوار    L3+2Nباشند پس دارای  می

محدود با توجه به نوع شرایط مرزی و انتخاب توابع شکل این مجهولات 

 توان تقریب زد.را با روش نوار محدود می 
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جای جاببا  میدان  روابط  در  شده  تقریب  آزادی  درجات  جایی ه گذاری 
آید. در دست میه صفحه برای هر نوار محدود بمعادلات گسسته شده  

  4استفاده شده است که دارای    3این تحقیق از نوارهای محدود مرتبه  
(،که به توجه به لایه مورد نظر، مجهولات  7  باشند)شکلخط گرهی می

 شوند. عنوان درجات آزادی بر روی خطوط گرهی تعریف میبالا به 

 

 . نوارهای محدودتقسیم صفحه به  -7 شکل

Fig. 7. Division of the plate into finite strips. 

 شوند. پس برای هر نوار توابع طولی و عرضی مطابق رابطه زیر تعیین می
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میبه   Nتوابع شکل عرضی   توابع لاگرانژی هستند.  توان  صورت 
را برحسب متغیرهای داخل و خارج صفحه نیز جدا  کل   میدان کرنش

 کرد.
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1. Membran Strain 

 ها برابر هستند با: جایی مقدایر آنه که با توجه به میدان جاب
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های برای کرنش   1fهای غشایی برای نمایش کرنش   mنویسبالا  
باشد که در هر لایه  خمش می-های کششبرای کرنش   mfو    2خمشی 

اگر    16-معادله  جاییه دارای مقادیر جدا هستند. به رابطه کلی میدان جاب
ترم کنیم  همان  توجه  هستند  جمع  سیکمای  علامت  داخل  که  هایی 

ایجاد کننده   ابتدایی  ه باشند، مقادیر جابمی  خمش-کشش مقادیر  جایی 
کرنش همان  میانی  کرنش  صفحه  برای  نیز  آخر  ترم  و  غشایی  های 

  باشند.خمشی می
  24  های غیرخطی کرنش معادله کمانشی نیز از ترم برای رفتار پس 

 شود.  استفاده خواهیم کرد که در راستای ضخامت کل استفاده می 
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2. Flexural or Bending Strain  
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 1اثرات نقص هندسه  1 -3 

به  را  آن  تابع شکل  باید  اولیه  نقص هندسی  اضافه کردن  میدان  برای 
مقدار  هجاب به  و  شده  ضرب  ضریب  یک  در  که  کنیم،  اضافه  جایی 
 جایی خارج صفحه اضافه گردد.هجاب
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impWنقص اولیه وη  برای یک   25-باشد، معادلهدامنه نقص اولیه می
شود که برای ایجاد این نقص بر روی هر نوار  صفحه در نظر گرفته می 

را را به فرم تابع زیر تبدیل کرد که با این تغییر باعث حفظ  باید تابع آن 
   [.16] شودپیوستگی بین نوارها می 
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باشد.  عرض هر کدام از نوارها می  stripbشماره نوار و    nssدر رابطه فوق  
جاب  میدان  به ه مشتقات  اولیه  نقص  حضور  در  زیر  جایی  روابط  صورت 

 : گردنداصلاح می
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اندیس  با  مشتقات  فوق  رابطه  بالانویس  در  به  صفر  های  مربوط 
 باشند.می 20 معادلههای کرنش

 معادلات حاكم بر مسئله  .4 

زاگ نوار  -جایی و کرنش را برای تئوری زیگه اکنون روابط میدان جاب
اند. حال محدود داریم که همه روابط بر حسب درجات آزادی نوشته شده

 توان تنش را در هر لایه محاسبه کرد، پس داریم:می

(28 )     ( ) ,SMA r
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قابل محاسبه است. برای تنش    10  مقدار تنش ریکاوری از معادله
به  راستای ضخامت  عمودی  تنش  حذف  با  بودن  مکانیکی  ثابت  دلیل 

جاب لایه  ه میدان  هر  برای  ارتوتروپیک  فرض  و  راستا  این  در  جایی 
مختصات محلی کرنش مکانیکی را در -توان رابطه تنشکامپوزیتی می

تنش مقادیر  برای  و  نوشت  یا  -الیاف  بارگذاری  مختصات  در  کرنش 
 در حالت ارتوتروپیک داریم: گلوبال

 
1. Imperfection  
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تنش روابط  که  معادلات -اکنون  استخراج  برای  شد  بیان  کرنش 

متشکله از روش انرژی باید پتانسیل ذخیره شده در هر لایه را محاسبه  

  توان از معادله کرد. انرژی کرنشی ذخیره شده در هر نوار محدود را می

بردار سطری تنش در بردار ستونی کرنش ضرب     که استخراج کرد 30

 شود. می
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پاسخ   بررسی  بخش،  این  در  ما  بحث  شد،  اشاره  که  همانطور 

مواد مرکب است که  کمانش یک صفحه ساخته شده از  غیرخطی پس

نیروی   مسئله،  نوع  این  در  بنابرین  است.  گرفته  قرار  بارحرارتی  تحت 

خارجی همان تنش ریکاوری و انرژی پتانسیل کل نوار معادل با مجموع 

انرژی کرنشی وانرژی پتانسیل بار خارجی ذخیره شده در آن خواهد بود  

ر انتگرال  که  است  آزادی  درجات  بر حسب  رابطه جبری  وی  که یک 

 دهد. سطح را نمایش می
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نوار محدود پایستار می انرژی ذخیره شده در  اینکه  باشد و  با توجه به 

توان از اعمال باشد میاتلاف انرژی نداریم و محیط کاملا الاستیک می

ماتریس انرژی  رابطه  بر  کاستیگلیانو  سختیقضیه  مانند     [K]های  را 

 استخراج کرد. 32-رابطه
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 رافسون -روش نیوتن 1 -4 

که  ،  نوشت  33  صورت معادلهتوان فرم انرژی پتانسیل را در نهایت به می
{𝑑} باشد. بردار درجات آزادی کل صفحه می 
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نیز    𝑥̃بردار درجات آزادی و    {d}ها و همچنین  ، بردار ثابت {v}که بردار  
باشد. ابعاد ماتریس سختی با توجه به تعداد  )بار حرارتی( می   پارامتر بارگذاری 

استفاده کردیم و در لایه    4شود، چون از نوار مرتبه  درجات آزادی تعیین می 
لایه   5میانی   بقیه  در  و  آزادی  نوار  درجه  هر  برای  داشتیم  درجه  دو  ها 

ازای یک هارمونیک در تابع  درجه آزادی به  L=4(3+2NDOFN (کامپوزیتی 
و حذف تعداد   ها، طولی نوار خواهیم داشت که با افزایش تعداد هارمونیک 

 رسیم. می   34  های مشترک نوار به معادله درجات آزادی در لبه 

(34 ) * ( 1)(3 2 )total strip DOF strip LN N N N N= − − + 

سختی   ماتریس  ابعاد  حداقل  می  totalN ,total[N[پس  اساس  بر  شود. 
انرژی پتانسیل، برای یافتن معادلات تعادل صفحه لازم است از انرژی 

آزادی به درجات  نسبت  مشتق گرفته شود.    {𝑑}  پتانسیل کل صفحه 
نسبت به بردار درجات آزادی   33  گیری از معادلهترتیب با مشتقبدین

به  که  معادلات  تعادل  غیردستگاه  از  )ترم  خطیصورت  غیرخطی  های 
بهوجود دارند( هم می  [K]درجات آزادی داخل ماتریس   صورت باشد 

 آید.دست میهب 35-معادله

(35 )    0 [ ]X V K d= − + 

های کناری  قبل از حل این معادلات، شرایط مرزی مسئله در لبه
محدود اعمال و دستگاه اصلاح شده  های المان  صفحه، مطابق با تکنیک

افزایشی -نهایی حل شود. برای حل معادله غیرخطی از روش تکراری
می-نیوتن استفاده  درجه  رافسون  بردار  یک  ابتدا  فرایند  این  در  شود. 

ازای یک مقدار مشخص بار  به   {𝑑𝑖}عنوان تخمین اولیه مثلا  آزادی به 
شود. پس از قرار دادن مقادیر این بردار در معادله، حرارتی حدس زده می

رود که خطای تخمین داشته دلیل دقیق نبودن حدس اولیه، انتظار میبه 
نیوتن فرایند  جواب  -باشیم.   تخمین،  بعدی  مرحله  در  اکنون  رافسون 

 {𝐹{𝑑𝑖}}صورت مقدار  کند و بدینپیدا می  {𝑑𝑖+1}صورت  تری به دقیق
از   {𝑑𝑖+1}کند. روش یافتن سمت صفر هدایت میرا با تقریب خوبی به 

 شود. انجام می 36 طریق گسترش سری تیلور، به شکل معادله

(36 )      
  
 

    1 1

i

i i i i

i

F d
F d F d d d

d
+ +


+ −



 

توان با تعریف معیارهای همگرایی تا زمانی  این فرایند تکراری را می
 ادامه داد که به جواب مورد نظر با دقت خواسته شده همگرا شود.  

 سنجی و نتایج صحت .5 

 سنجی صحت-الف

 صفحه كامپوزیتی كامل و غیركامل تحت بار حرارتی-1

  300و طول    s[0/90]چینی  صفحه مربعی کامپوزیتی چهار لایه با لایه
جدولمیلی خواص  و  به  2  متر  صفحه  خارج  مرزی  شرایط  صورت و 

لبهتکیه  تمامی  برای  به گاه ساده  نیز شرایط داخل صفحه  و  صورت ها 
 سازی شده است.  جایی بسته در راستای عرض صفحه مدلهجاب

 [.6] مشخصات صفحه کامپوزیتی -2جدول 

Table 2- Properties of the composite plate [6]. 

Graphite/epoxy 

(temperature-

independent 

matrix, TID) 

Temperature-

Dependent Graphite 

Epoxy (TD) 
Properties 

38.1 T)Δ4-3.53*10-155(1 (GPa) 11E 

9.65 T)Δ4-4.27*10-8.07(1  33=E22E

(GPa) 

6.21 T)Δ4-6.06*10-4.28(1    13=G12G

(GPa) 

6.21 T)Δ4-3.53*10-3.25(1 (GPa)23G 

6-4*10 
-1.25*10-(16-0.07*10-

T)Δ3 C)˚(1/  1α 

6-16*10 
-(1+0.41*10 6-30.1*10

T)Δ4 C)˚(1/ 2α 

0.26 0.22 12ν 

دمای    صفحه در  سانتی  20ابتدا  )مقدار  درجه  دارد  قرار    ΔTگراد 
باشد( و سپس برای حل  مربوط به اختلاف دما نسبت به دمای اولیه می

نیوتن الگوریتم  در  تغییر  -غیرخطی  دما  متغیر  مرحله  هر  در  رافسون 
 نمایش داده شده است.  8-کند. نتایج در شکلمی

 
 . کمانش حرارتیپس -8 شکل

Fig. 8. Thermal post-buckling. 

اند و  کسینوسی انتخاب شده  ,yφvسینوسی و توابع    ,yφu,wتوابع طولی  

این مسئله استفاده شده است و با  از سه نوارمحدود و دو ترم در تحلیل  

 نیز مقایسه شده است.  [6] نتایج مقاله

 دارصفحه كامپوزیتی حاوی فیبر آلیاژهای حافظه-2

لایه با  لایه  هشت  کامپوزیتی  که    s45/90]-45//SMA[0چینی  صفحه 
  2  جدول  TDباشد با خواص  می  SMAلایه اول و آخر آن حاوی الیاف  

منبع نتایج  است.)عبارت    [6]  با  شده  صفحه به  WOSمقایسه  معنای 
 باشد.( می SMAبدون الیاف
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 . SMAکمانش حرارتی صفحه دارای الیاف پس -9 شکل

Fig. 9. Thermal post-buckling of a plate reinforced with SMA 

fibers. 

اند و از سه  کسینوسی انتخاب شده   ,yφvسینوسی و توابع    ,yφu,wتوابع طولی  
استفاده شده است. شرایط مرزی  نوارمحدود و سه ترم در تحلیل این مسئله  

جایی بسته در راستای عرض صفحه و همچنین  ه صورت جاب ه داخل صفحه ب 
 . باشد گاه لولایی ساده می صورت تکیه ه شرایط مرزی خارج صفحه ب 

 نتایج -ب

حاوی  صفحه  كمانش  -1 نسبت  SMAكامپوزیتی  های در 

 های مختلف تحت بار حرارتی حجمی و پیش كرنش

ال   3  در جدول  صفحات مطالعه شده    ی بر کمانش حرارت   SMA  اف یاثر 
سانت   20مرجع    ی است. دما  دو روش  باشد.  می   گراد ی درجه  و   APTهر 

ASET   که در روش  یی . از آنجا است شده   ی مثال بررس   ن ی در اAPT   تنش
 تی کامپوز مدول  کمتر از    SMA  تهی س یاست و مدول الاست   ز ی ناچ  ی اب ی باز 

استفاده   حرارت   ن ی ا   از است،  کمانش  بهبود  در  است  ممکن  اثر   ی روش 
باشد  داشته  سخت باعث    را ی ز   معکوس  اثر .  شود می سازه    ی کاهش 

 به وضوح قابل مشاهده است.   SMAکرنش و نسبت حجمی الیاف  پیش 

 . ASETو   APTکمانش صفحه با خواص   -3جدول 

Table 3- Buckling of a plate with APT and ASET properties. 

a=b=200 mm ,h=2mm , TD  s/90/0/90]SMA[0 

∆T(˚C

) 

WO

S 

Vs=5

% 

Vs=10

% 

Vs=15

% 

Vs=20

% 

APT      

SSSS 54 53 51 50 48 

CCCC 201 199 193 190 185 

ASET 

e=1% 
     

SSSS  86 118 152 185 

CCCC  231 256 290 320 

ASET 

e=2% 
     

SSSS  105 184 203 218 

CCCC  260 310 361 391 

به دما بر مس  كرنشتاثیر پیش-2 كمانش    ر یمواد وابسته 

 ناقص  SMA تیصفحه كامپوز یحرارت

و خواص    SMA[0,90,0/[90/0چینی  صفحه کامپوزیتی پنج لایه با لایه
  متر، تحت بار میلی  3و ضخامت    200و عرض    300طول  به   2  جدول

های مختلف کرنشکمانش به ازای پیشحرارتی قرار دارد که مسیر پس
 رسم شده است.  

های حجمی مختلف باعث  پیش کرنش در نسبتشود که اثر  یمشاهده م
 گردد.بهبود رفتار می

 

 . لایه 5صفحه  کمانشپس -10 شکل

Fig. 10. Post-buckling of a five-layer plate. 

كمانشی صفحات با نقص اولیه در ناحیه كاملا رفتار پس-3

   آستنیت

با  نمودارهای پس  11  در شکل  کامپوزیتی چهار لایه  کمانشی صفحه 

گرافیت   s90]/SMA[0چینی  لایه خواص    2  جدول   TDاپوکسی-و 

متر، تحت بارحرارتی قرار  میلی 2و ضخامت  200و عرض  300طول به 

  های مختلف با نسبت حجمی کرنشکمانش به ازای پیشدارد. مسیر پس

 رسم شده است.   SMAاز الیاف درصد  10

 

 . کمانشی صفحه با نقص اولیه در ناحیه کاملا آستنیترفتار پس -11 شکل

Fig. 11. Post-buckling behavior of an initially imperfect plate in 

the fully austenitic region. 
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یک مقدار نسبت حجمی معینی   SMAکرنشی از آلیاژ ازای هر پیش به 

افتد ازای آن مقدار کمانش صفحه در حالتی اتفاق میوجود دارد که به 

فاز   برای   SMAکه  مثلا   ( دارد،  قرار  آستنیت  کاملا  ناحیه  در 

برای درصد حجمی رخ می   8کرنش سه درصد در نسبت  پیش  دهد. 

کند( در این چینی متفاوت این مقدار تغییر می صفحه با خواص و لایه 

صورت نسبت حجمی اگر هندسه اولیه صفحه دارای نقص باشد در این 

تماما افزایشی نخواهد بود، بلکه در   2  کمانش مانند نتیجه رفتار پس 

حالت تا رسیدن به دمای شروع فاز آستنیت خیز صفحه افزایشی این 

)در می  صفحه  خیز  ناحیه  این  در  فاز  تغییر  شروع  از  پس  که  باشد 

می که  حالی  کاهشی  است(  افزایش  حال  در  به دما  که  وقتی  گردد 

می نقطه  میای  تبدیل  آستنیت  به  تماما  الیاف  که  خیز رسیم  شود، 

جایی زیاد رخ ه تر، جابازای بار کم شود و بهشدت افزایشی میصفحه به 

 SMAدهد. در مقدمه پژوهش حاضر اشاره شد که فاز آستنیت آلیاژ  می 

صفحه   SMAدر دمای بالا و تنش پایین پایدار است، زمانی که الیاف  

در ناحیه کاملا آستنیتی قرار دارد دما و تنش مقادیر بالایی دارند که 

از لحاظ دمایی الیاف پایدار ولی از لحاظ تنشی ناپایدار است اما رفتار 

به پس  که  دارد  پایداری  زمینه کمانشی  داخل  در  بودن  محصور  دلیل 

کمانشی توان گفت که از رفتار پس اقع میباشد در و ماتریسی ماده می

کمانشی ضعیف تبدیل بهبود یافته در تغییرات بین فازی به رفتار پس 

کرنش دو شده است. در ناحیه بین شروع تا پایان آستنیت برای پیش 

به  تغییر  درصد  فرضا  فاز    20ازای  تغییر  ناحیه  در  دما   0/ 07درجه 

که در ناحیه کاملا آستنیت متر از خیز صفحه کم شده در حالی میلی 

 متر به خیز وسط صفحه اضافه گردیده است.میلی   0.53

 كمانشی در رفتار پس  SMAتاثیرات نسبت حجمی الیاف -4

و   s90]/SMA[0چینی  لایه با لایه  4کامپوزیتی  برای صفحه کامپوزیتی  

های حجمی مختلف کرنش سه درصد اثر نسبتدر پیش  ،3  خواص نتیجه

 خواهیم کرد.را بررسی 

این درصد نسبی در حالت اول دارای مقداری است که کمانش صفحه  

( ودر حالت دوم در  12  )شکل  ازی آن در شرایط کاملا آستنیتکامل به

 دهد.( رخ می13 )شکل حالت تغییر فازی

تقریبا در فاز مارتنزیتی افزایش نسبت حجمی اثری   12  با توجه به شکل

ندارد. با افزایش درصد حجمی تغییرات خیز وسط صفحه کاهش کمتری 

باشد که فرضا در  درصد می 10و   ۹دارد، بیشترین مقدار آن برای مقدار 

 10و برای    066/0مقدار خیز صفحه    ۹درجه برای درصد    120دمای  

ها باشد که در ناحیه کاملا آستنیت مقدار آنمتر میمیلی  0۹4/0درصد  

 یابد.افزایش میمتر میلی 432/0و  3۹7/0به 

( با افزایش نسبت حجمی  13  کمانشی در ناحیه تغییر فاز )شکلرفتار پس
شود که نهایتا در نسبت حجمی نقطه قبل از فاز کاملا آستنیتی  بهتر می

 رسد. به بیشترین مقدار خود می

 

 . تاثیر نسبت حجمی در فاز کاملا آستنیتی -12 شکل

Fig. 12. The effect of volume ratio in the fully austenitic phase. 

 

 . تاثیر نسبت حجمی در ناحیه تغییر فاز -13 شکل

Fig. 13. The effect of volume ratio in the phase transformation 

region. 

 تاثیر شرایط مرزی مختلف -5

از کمانش صفحه  رفتار پس  و نقص هندسی در  تاثیر شرایط مرزی 

لایه   4کامپوزیتی   با  نتیجه   s90]/SMA[0چینی  لایه  خواص  در ، 3  و 

نوع شرایط مرزی مختلف بررسی شده ترسیم شده است. سه    14  شکل 

 است.

صفحات با    14  رود، با توجه به نمودارهای شکلهمانطور که انتظار می

شرایط مرزی محدودتر در برابر انحراف خارج از صفحه مقاومت بیشتری 

 ازایبه   که  است  شده  استفاده ASET روش  از  نیز  نتیجه  این  در  دارند.

 دمای  از  بیشتر  کمانش  بحرانی  دمای  حجمی  نسبت  و  کرنشپیش  دارقم

 .باشدمی آستنیت فاز پایان
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 . کمانشی صفحه با شرایط مرزی مختلفرفتار پس -14 شکل

Fig. 14. Post-buckling behavior of a plate under different 

boundary conditions. 

 گیرینتیجه .6 

  و   ی حرارتکمانش  و پسکمانش    ی برا  یلیتحلمهیروش نوار محدود ناز  
الیاف  صفحات    یکیمکان فیبر  تئوراستفاده شد  SMAحاوی    ر ییتغ  ی. 

اول، و همچن  ی شکل برش -فون  ییجاه جاب-رابطه کرنش  از  نیمرتبه 
 سهیو مقا  یعدد  جینتا  ی دست آوردن برخکارمن، استفاده شده است، با به 

شود. یم  دییتا  یلیتحل  مهین  FSM  تیقابل  ات،یموجود در ادب  جیها با نتاآن
  ط یکرنش، شرا  شیپ  ریمقاد  ،یاثرات عبارات مختلف مانند کسر حجم

نقص در پس کمانش حرارت  یمرز دامنه  با    صفحات  ی و  تقویت شده 
 مورد مطالعه قرار گرفته است.   SMAآلیاژ 

 چند مورد از نتایج اصلی: 

روش    ASETروش   (1 به  افزا   APTنسبت  بحران   ش ی در    ی بار 
 موثرتر است.   SMA  اف ی شده با ال   ت ی کمانش صفحات تقو 

ممکن    ی ساز فعال   ی و مقدار دما   SMA  بر ی ف   ی کسر حجم   ش ی افزا  (2
  ی بار بحران   ن ی شود و بنابرا   شتر ی ب   ی اب ی باز   ی روها ی ن   جاد ی است باعث ا 

 .ابد ی   ش ی افزا   ی توجه طور قابل کمانش ممکن است به 
پایان مقدار   (3 تا  ناحیه شروع فاز آستنیت  جایی ه افزایش جابدر 

بازیابی  تنش  زیادی  مقدار  زیرا  دارد  کمتری  از صفحه  خارج 

جایی خارج صفحه هشود و در ناحیه کاملا آستنیت جابتولید می
 افزایش بیشتری دارد.
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